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1. Introdugao

Este trabalho versa sobre o problema da caracterizagao dos polinémios or-
togonais classicos que sao habitualmente enumerados como os polinémios de
Hermite, Laguerre, e Jacobi. Uma sucessao de polindmios ortogonais diz-se
classica, se cada um de seus termos é um vetor préprio do operador de Sturm-
Liouville de segunda ordem: Lly(z)] = a(z)y”(z)+ B(z)y' (x) = A\yy(z), onde
a(z) = ax® +bx + ¢, ndo sempre null, B(z) = dr+c e N\, = an(n—1)+dn. Em
1929, Bochner [1] classificou todos os polinémios ortogonais que satisfazem essa
condicao; a prova de Bochner baseia-se em encontrar quais sao os polinomios
a(z) e B(x) . Em 1935, Hahn [4] demonstrou, o que depois foi provado como
uma condicao equivalente, que os polindmios ortogonais classicos sao aqueles
que satisfazem que a sucessdo de derivados também formam um sistema de
polindmios ortogonais . Dois anos mais tarde, em 1937, Hahn [7] generaliza esse
resultado, e demonstra que os polinémios ortogonais cujas derivadas de ordem
maior que um, sao também ortogonais, sao os classicos.

No presente trabalho todos os polinémios sao reais de uma variavel real,
usamos gr¢ para denotar o grau do polinémio ¢(x) e assumamos o gr0 = —1.
Um conjunto de polinémios { P, (z)}52, é um sistema de polinémios se grP,, =
n,n = 0,1,2,--- .Chamaremos a qualquer funcional linear no espaco dos
polinémios, funcional de momento. Denotaremos a agao do funcional de mo-
mento o sobre o polinémio ¢(z) por (o, $) e chamaremos {0, }5° = {(o,2™)}°
a sucessao de momentos de o. Para o funcional ¢ definiremos sua derivada e a
multiplicacao por un polindémio do seguinte jeito :

’

(0, 0(@)) = —(0,¢ (x)) (1)

(p(x)a, ¢(x)) = {0, p(z)d(x)) (2)
para quaisquer polinémios ¢(x) e ¢(x).
Definicao 1 O conjunto de polinémios { P,,(x)}5% € um sistema de polinémios

ortogonais fracos (SPOF) (respectivamente um sistema de polinémios ortogonais
(SPO)) se existe um funcional o tal que:

<O', PmPn> = Knm(sn'rru m,n = Oa la 27 (3)

onde Ky € um nimero real (respectivamente nao nulo). Se isso acontece entao,
chamaremos a o funcional de peso para {P,(z)}52, que serao (POF) ou (PO)
com relacdo a o.

O funcional de momentos o (ou sua sucessdo de momentos {o,, }¢°) é chamado
semi-definido (respectivamente definido-positivo) se

Ap = Np(0) == det[oiy;]i ;=g # O(resp. > 0), n=0,1,2,.. (4)

E conhecido ([3]) que um funcional de momentos o tem um SPOF (respec-
tivamente um SPO) {P,(z)}%2, com relagdo a ele se, e somente se, o é semi-
definido (respectivamente semi-definido positivo). Por outra parte, pelo teorema



cldssico de Boas [2] do problema de momentos, para qualquer SPOF { P, (z)}5%,
com relagdo a o existe uma funcdo p(x) de variacdo limitada em R! tal que:

(0,P) = / Pdu

/ P (z)Py(z)du(z) = Kpmdpm, m,n=0,1,2 .. (5)
Se existe uma fungdo p(x) em R! tal que du(z) = w(z)dz, entdo chamare-
mos por w(z) a fungio de peso para os SPOF {P,(z)}5,.

Neste trabalho vamos ficar interessado sé no caso da definigao classica, que
todo sistema de polindmios tem associado uma fungao de peso, e veremos agora
como uma fungao de peso, genera um solo sistema de polindmios ortogonais a
menos de uma mudanca de varidvel linear.

Seja p(z) uma fungéo de peso no intevalo (a, b) finito ou néo, isso quer dizer
que, Vf(z) polindémio real, temos,

b
/ f(@)p(z)dz < oo
a
. A . b rL 1/
Consideremos a sequéncia de momentos y; = [ z'p(z)dr = (o,z'p(z)),
entao definamos sistema de polinémios {P, }22, como,

Ho M1 M2 Hn
M1 H2 M3 T Hntd
M2 M3 21 o Mnt2
Po(x)=det| . 0 " (6)
Hn—1 Hn Hn+1 e Hon—1
.t T x? cee A
entao,
[ 1o H1 H2 T fin ]
M1 H2 u3 Tt M4l
b b 2 13 M4t g2
/ ¥ Py, (x)dx = / det . . . . . dx (7)
a a . . . . .
Hn—1 Hn /Ufn-&-l e ,LLQn—l
I ok oL pRH2 L pkdn |
B R
%51 M2 H3 Tt Ml
b
H2 M3 Ha 42
/ J:kPn(x)dz = det . . . . n, dx (8)
a : : : : :
Hn—1 Hn Hn+1 - H2n—1
L Mk He+1 Hk+2 0 Hk4no |

O qual é zero para todo k < n, isso classifica totalmente o polinénio P, (x).
Portanto, se temos uma funcao de peso definida, também temos a sua sequéncia
de polinémios associada.

A seguir veremos algumas das propriedades mais importantes dos polinémios
ortogonais.



Observagao 1 Qualquer sistema de polinomios em R, formam uma base no
espaco dos polinomios.

Provar essa observagao nao é complexo, pois cada um dois polinémios tem grau
diferente, e portanto a independéncia linear é facilmente encontrada, resolvendo
um sistema de equagoes lineares homogéneo. Dessa propiedade temos que para
cada polindomio ¢(x) de grau k, existem constantes reais {c;}¥_, tais que,

k

¢(x) = Y eiPi(x) = (0, Pu(x)p(x)) =0, Vn > k. 9)

=0

Um dos resultados mais importante na teoria dos polinomios ortogonais, é que
eles satisfazem uma relagdo de recorréncia de trés termos, a qual é muito ttil
na solucao de varios problemas.

Teorema 1 (Relagdo de Recorréncia de Trés Termos)
Seja { P (x)}52y uma sequéncia de polindmios ortogonais, entdo

Prp1(z) = (Y412 — Bpt1) Pu(@) — any1Po-1(x), n >0, (10)

com Py(x) =1, P.1 =0, Vg1, Bng1, 1 €ER, € Vg1 #0, a1 #0 n > 0.

Demonstragao Seja A, € R tal que P,(z) — ApaP,—1 = 7m,—1(z) onde
gr(mp—1) < n —1, entdo temos,

P, (x) — ApzP_1(z) = i: A Pr ().
k=0

Pela ortogonalidade vemos que A, =0, Vk < n — 3, pelo que temos (10).
]

Agora vamos ver quais sdo os polindmino de Jacobi, Laguerre e Hermite,
0s quais serdo o objetivo principal deste trabalho. A fungéo p(x), ird denotar a
funcéo de peso.
Funcao de peso
= Polinéminos ortogonais de Jacobi
p(z) = (1 +2)° (1 —2)?~1 onde a, 8 > 0, definidos em (0,1). Nota-se

que, pela mudanca de varidvel z = azby - ng, resulta p(y) = ﬁ(y —

a)?~1(b — y)*~', onde agora a funcio de peso estd definida no intervalo
finito (a,b), pelo qual os polindmios também sdo definidos em (a, b).

= Polinémios ortogonais de Laguerre

p(x) = e
(0,00).

Tz onde a > —1, os quais estao definidos no intervalo real

= Polinémios ortogonais de Hermite

2 ~ . ~ L
p(z) = e ™, que estdo definidos em todo R, e sdo os tnicos com essa
propriedade.

O principal objetivo desse trabalho é mostrar o siguiente resultado:



Teorema 2 Os tunicos sistemas de polinémios ortogonais que sdo vetores pro-
prios do operador diferencial de Sturm-Liouville,

Lly(z)] = a(z)y (z) + B(z)y (x) = Any(x) (11)

s@o os polinémios ortogonais cldsicos, que sao polinomios de Jacobi, Laguerre e
Hermite.



2. Teorema de Classificacao

Vamos agora ver um lema que vai nos ajudar na prova do teorema de cla-
ssificag@o, o qual nos d4 a equivaléncia entre os resultados de Hahn e Bochner.

Lema 1 Seja {P,(z)}52, um SPO com rela¢io a o e T um funcional de mo-
mento. Entao
(i) (p(x)7) = ¢ (x)7 + ¢(x)T para qualquer polinémio ¢(x).

(i) (1, P,(x)) = 0 para todon >k, k > 0 um inteiro se, e somente se, existe
um polinomio ¢(x) de grau < k tal que T = ¢(x)o.

Demonstracao

(i) Para qualquer polindémio ¢ (z) temos

(¢7),9) = —(1, 0 d) = —(7, () —p W) = (T, pY)+{(¢ T, %) = (7 +¢ 7), )

Assim fica demonstrado (i).

(ii) Seja k > 0 um inteiro e assumamos que (7, P,(x)) = 0 para todo n > k.
Consideremos o funcional 7 = (Z?:o ¢;Pj(z))o, onde os ¢; sdo constantes.
Entao (7, P,(x)) = 0 para n > k, portanto 7 = T se, e somente se (7, P,,(z)) =
(7, Py(z)) para 0 < n < k. Como (7, P,(z)) = Z?:o ¢j(o, Pj(x)Py(x)) =

k

cn(o, P3), temos 7 = (305 ¢; Pj())o, com ¢; = (7, P;(x))/{o, P} (x)) = (7, P;(x))/ K},
0 < j < n. O inverso sal da ortogonalidade dos {P,(z)}22, com relacdo a o e

do fato que se deg ¢(z) < k entdo ¢(z) = S *

=1 c; P; (m), para constantes c;.
[ |

Teorema 3 (Classificacdo) Seja {P,(x)}>2, um SPO, entio as seguintes
condicdes sao equivalentes:

(a) Para cadan =0,1,2,... ; P,(z) satisfaz
L[Py(x)] i= a(@)P,, (x) + B(x) Py () = Ao Po () (12)

onde a(x) = ax?® + bx + ¢, ndo sempre null, f(x) = dr +e com d # 0, e
An = an(n — 1) + dn.

(b) {P’TIL+1(‘T)}80 € um SPO.
(c) {P,/LH(JC)}SO ¢ um SPOF.
(d) O funcional de peso o para {P,(x)}22, satisfaz
(a(z)0) = Bla)o (13)

para alguns polinémios a(x) = ax® + bx + ¢ ndo sempre null e B(x) = dx + e,
com d # 0.

Aqui a equagdo (13) quer dizer que ambos lados da equacdo sdo os mesmos
como funcionais de momentos.
Demonstracao



(a)=(d): Assumamos (a). Entdo paran > 1
((a(x)o) = B(x)o, P, (2)) = —(o,a(x) P + B(2) P (x)) = —An{o, Po) =0

Portanto temos (d), pois {P/,(2)}5° é um sistema de polinémios.

(a)=(b): Assumamos (a). Como (a) = (d) temos pelo Lema (1) (i) que
A Pno =aP!c+ BP0 = (aP o) (14)
Portanto

(ao, Py 1 Pyiy) = —((aPy,10) Prg1) = —Ang1(0, Poy1Pmya)

O que implica que {P} (z)}5° é também um SPO con relacdo a ao, pois
{Pp(2)}§° é um SPO com relagdo a o e A\, # 0 para n > 1 quando {P,}§°
satisfaz (a), pela relagao (14).

(b)=(c): E trivial pela definico.

(¢)=(d): Assumamos que {P/

" +1(2)}§ ¢ um SPOF com relagao a 7, isto é,

(r,PIP,Y=0 para m#n, mmn=12... (15)
Faca m =1 em (15). Entdo (7, P{P.) = —P{(r', P,) = 0 para n > 1. Portanto

pelo Lema (1)(ii) 7/ = f(x)o para algum polinémio B(z) de grau < 1. Faga
agora m = 2 em (15). Entao para n > 2

0= <7_7 PéP/1> = _<(P2/T)/7 Pn> = _P2H<Tv Pn>_<7—/v P2/Pn> = _P2H<7—7 Pn>_<07 BPZIPH>

Como (o, 8PP, = 0 para n > 2, entao (r, P,) = 0 para n > 2, portanto pelo
Lema (1) (ii) 7 = a(z)o para algum polindémio a(z) de grau < 2. Finalmente
a(z) nao é null, pois 7 nao é.
(d)=(a): Assumamos (d). Entao {P;,}§° é um SPOF com relacdo a ac
pois
(ao, PrlnP7/z> = _<(P7;1a(7)/7 p,) = _<P7/7/LO‘U + Pr/n(aa)l7 Py)

= —(o,(aP! + BP,)P,) =0, para m <mn, pois gr(aP) + B8P, )<m.

Por ser aP)/ + P, um polinémio de grau < n, existem constantes {c;}§ tais
que

aP!! + BP, = Z ¢ Pj(x).
§=0
Entao para 0 < k <n — 1 temos
k(0. PY) = (0. Py Y ¢;P}) = (o, Pi(aPy) + BP;))
§=0
= (PyBo — (Pyao)',P)) = —{ao, PP.) =0

Portanto ¢, = 0 para 0 < k < n — 1. Pelo qual, aP/! + P! = ¢, P, = A\, Py,
como queriamos. Assim fica demonstrado o teorema. m



3. Polindmios ortogonais com derivadas ortogo-
nais

3.1. Os polinémios ortogonais de Jacobi

Tem sido demonstrado por W. Hahn [4], que se as derivadas de um conjunto
de polinémios ortogonais formam também um conjunto de polinémios ortogo-
nais, entao o conjunto original tem que ser os polinémios de Jacobi, Hermite ou
Laguerre. Seu método consiste em mostrar que satisfazem uma equacao dife-
rencial do tipo

1"

(a4 bz + ca®)®, + (d+ e:v)(IDIn + @, =0.

Aqui se propoe uma nova demonstragao deste resultado, nosso enfoque comega
com a resposta a pergunta: Que condicoes na funcao de peso resultam de assumir
. . ~ . ’ ~ .

que ambos conjuntos de polimémios {®,,} y {®,} sdo ortogonais ?

Seja o cojunto de polindémios ortogonais {®,,} com relacdo a fungao de peso
p(z) no intervalo (a, b), isto é:

b b
[ tn@ta@p@iz =0, [ pde>0. ().
Doravante assumamos que o intervalo (a,b) é finito.

3.1.1. Relagao entre as fungoes de peso

Seja o conjunto de polinémios {®, ()} ortogonais no intervalo (¢, d) infinito
ou nao, com a fungéo de peso ¢(x), isto é,

d , b
[ m@e, @i =0, [ a@dr>0, ).

Sem perda de generalidade suponhamos os polindomios originais ménicos, entao
’ . ~
{®,,} e {®,} satisfazem as relagbes recorrentes,

Ppy2(7) = (T = cni2) Prg1 (@) = A2 Pu(2),
1 / T — C,’n 2 ’
g onra(@) = T;(bn-i-l

() = Ao @, (),

(n > 0;cp, c'n, Ans )\;Lconstantes).

Derivando ambos lados da primeira relagao e eliminando o término que con-
tem z, e com a segunda relagao, temos

1 /

(I)nJrl(x) = mq)n+2(w) + Cn+2q)n+1(‘r) + /\n+2q)n7 (cn7 )\nCt(fS).

Lembrando que {®, (z)} com a funcéo de peso g(z) é ortogonal com qualquer
polindémio de grau < n — 2, temos

d
/ By 1 ()G () )l = 0, (16)

onde G, (x) é um polindmio arbitrario de grau < n.



Lema 2 Seja Q(x) ndo negativo em (c,d), e tal que existem os nimeros

d
Br = / Q(z)z"dx, (k=0,1,...),

e para r inteiro positivo

d
/ Q(z)®y(2)Gp—r_1(z)dz =0, m=r+1,r+2,..).

Entao quase em qualquer lugar

o) — { Py(2)p(x) em (a,b),

0 em outro lugar
onde P.(x) é um polinémio de grau < r.

Demonstragao Considere a fungao
R(z) = (po + pu + pox® + .. + pra”)p(a).
Determinemos os {u;} tais que
/ R(z)x'dx = / Q(z)x'dz, (i=0,1,...,7);
a (&

isto é que os p; satisfazem as equagoes

applo + apy + -+ arpr = o
aiplo +agpy o+, = P
(079 ] + Qpry1 M1 + -+ Qop by = ﬂr

onde .
ak:/ Fp(z)dz.

Isto é sempre possivel porque o determinante desse sistema é nao null, pois,
se fosse zero, entdo, existem {u;}7_, nao todos zeros, tal que sdo solucdo do
sistema homogéneo, portanto, se tem:

0<j<r=>"_ fj 2 p(x)dr =0 = f; oI (30 pix?)p(x)dz = 0,
multiplicando por p; e sumando em j temos,

b T
[ O it plade =0
@ =0

que é absurdo. Agora

b d
0= / R(z)P,1i(x)dx = / Q(x)P4i(x)dx, (i=1,2,---).

E entao

b d
/ R(x)z'dr = / Q(z)x'dx, (t=0,1,2,---).

10



Seja

Qz) — R(z) z € E1 = (a,b)(\(c, d)
flx) = —R(x) , x € Ey = (a,b)\ (¢,d)
Q(x) , x € B3 = (¢,d)\ (a,b)
Entao
/ f(z)2'dx =0, (i=0,1,2,---).
Ei+Ex+E3

Se (¢, d) é finito, f(x) tem que ser zero quase em todo lugar, e o lema é ver-
dadeiro. Mais ainda da definigdo de f(z), nds concluimos que R(z), portanto
p(x), sao = 0 quase em todo lugar de E3, assim que ambos intervalos (a,b) e
(¢,d) podem ser reduzidos & parte comum FEj; em outras palavras, aqui pode-se
ter (a,b) = (¢,d). Se (¢,d) é infinito, seja A = mdx(|al, |b]), tal que |z| < A
em FE; + Es, o qual é igual com (a,b), e seja E4 a parte de E3 para a qual
|z| > (1+ «)A, onde o > 0 é arbitrario. Como Q(z) > 0, temos
(14 ) A’ Q(x)dx

/ f(z)z'ds
E4 E3 Ei1+E>

Ai
(AHEJN@M%

Jei4 s |/ (@)|da
g, Qz)dx
para todo ¢ par, o que é impossivel salvo Q(z) seja zero quase em todo lugar de

E,4. Portanto (c,d) é reduzido a Eq + E3 — Ey e em (¢, d), |z| < (1 + a)A; isto
é, pela arbitrariedade de a(> 0),

IN

(x)z'dr =

IN

(1+a)

em (c, d), ‘$| <A= mé’X(‘aL |b|)’
0 que precisa que (¢,d) seja finito e entdo, (¢,d) = (a,b). O seguinte resul-
tado importante foi estabelecido: (¢, d) ¢ finito e igual a (a,b). Com isto fica
demonstrado o lema. m
Com esse Lema, temos de (16) que
q(x) = (ra® + sz + t)p(x) (17)

e nos podemos fazer c=a e d =b.

3.1.2. Existéncia da derivada e a relagao entre as fungoes de peso

Considere a fungao
S(a) =k [ (¢~ Dpto)at,

onde k y I sdo tais que S(b) = 0, ff S(x)dr = f; q(z)dz. A integragao por partes
aplicada a f: S(x)®,, ;4 (x)dz fica, pois S(a) = S(b) = 0,

b ) b
/ S(x)®, 1 (z)dr = / D1 (x)k(x — Dp(x)de =0, (n>1).

11



Mas ¢(z) é a funcdo de peso para os polinémios ortogonais {<I>;L}, de onde
b ’ b !
/ S(2)®, , ,(2)de = / &, q(@)de =0, (n>1)

isto, e a relagao f; S(x)dx = f; q(x)dz resultam

/: S(x)a"dx = /: q(z)x"dz, (n>0),

e entdo g(x) = S(x) quase em todo lugar. Como S(z) tem derivada quase em
todo lugar, ¢(z) tambem vai ter derivada quase em todo lugar e

’

q (z) = k(z = )p(z), q(a) = q(b) = 0. (18)

Dividindo (18) por (17), temos

(f]((f)) - Txlz(ji S_xll,t ’ Q(a’> = Q(b) =0. (19)

Vamos demonstrar agora que (i) rz? + sz + t tem raizes reais, (ii) r # 0.
(i) Assumamos que 72% + sx + t tem raizes imagindrias. Integrando a equagao
diferencial (19), temos

k(x—1)
logq(xz) = / mdm +c,
q(x) — K(TZ’2 + sz 4+ t)aeﬂarctan('yzr+5)

(a7 /87 fYa 67 K Ctes)

Isto é incompativel com que g(a) = ¢(b) = 0. (i¢) Assumamos primeiror = s = 0
.entdo a equacao (19) torna-se

q(x) = (2a+p)g(z)
q(r) = Koo 8z, (a, B, K ctes)

0 que nao se anula em a nem em b.

Agora suponhamos r = 0, s # 0. A equagao (19) dd

q(z) _ k=0 _ Bs
qlzr) szt _OH_sx—i—t’
q(z) = K(sz+1t)’e?, (o, B, K ctes).

Isto nao pode ser zero em ambos pontos x = a e x = b.

Tendo provado (i) e (i7), fazemos
re? 4+ sz +t=r(x—g)(xr —h), (r #£0,9,h reales),

e reescrevemos (19) como segue:

q (x) k(=1 o« Jé]
= = + ,
qlx) ra’+szx+t xz—g x—h

12



de onde
q(z) = K(z — 9)%(x — h)®, (K,a,B ctes)

A condigao ¢q(a) = ¢q(b) = 0 precisa que g = a, h = b, tal que finalmente (sem
importar os fatores constantes)

q(z) = —r(z—a)*(b— z)P.

e entao por (17)

@ _rle—a)(b-a)f
p(z) = ra2+sz+t  r(r—a)b—x)
) = (@—a)'(b—2)"

e vemos que « e (3 sao ambos maiores que zero.

Como essa é a funcao de peso dos polinémios ortogonais de Jacobi, temos
portanto estabelecido seguinte teoremas:

Teorema 4 Se {®,(z)}22, é um conjunto de polinémios ortogonais com relagdo
a fungao de peso p(x) no intervalo finito (a,b), e se assumimos que as derivadas
desses polinomios {@;L};L”:l sao também um sistema de polinémios ortogonais
em certo intervalo (c,d) (infinito ou ndo), com a func¢do de peso ndo negativa
q(z), entao {®,(2)}52, € o conjunto de polindmios ortogonais de Jacobi.

3.2. Os polinomios de Laguerre e Hermite

Nés vimos que quando o intervalo (a, b) é finito os polinémios que satisfazem
que eles e suas derivadas sao ortogonais sao os Polinomios de Jacobi. Na presente
secdo extenderemos o caso para quando (a, b) seja infinito, pelo que vamos obter
os polinémios de Laguerre e Hermite.

3.2.1. Funcao de peso para {gb;l(:r)}??f:o

Na demonstragao feita se mostra que as constantes r, s, t (néo todas zeros)
podem ser determinadas de forma que

/ x'q(z)de = / zlq(x)dz, q(x) = (re*4+se+t)p(x), i=0,1,---. (20)

Onde p(z) é a funcdo de peso para os polinémios {¢,(x)}5%q; ¢(z) é a fungao
de peso para os polindmios {¢;L(x)},‘;°:1. E como temos provado anteriormente,
podem ser tomados com o mesmo soporte (a, b).

Suponhamos agora que (a,b) é o menor intervalo no sentido que nao exista
um nudmero h, (a < h < b) tal que fah p(z)dr = 0 ou f:p(x)dx = 0. Nao
h4 restricao em assumir que seja uns dos intervalos sao (a, b) = (0, 00) ou (a,b) =
(—00,00).(Fazer, se é necessario uma transformagao linear de z.) Seguindo a

prova feita antes temos

S(z) = K/x(z — L)p(2)dz, a<z<b, (21)
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onde K e L sdo constantes determinadas pelas condigdes S(b) =0 e f; S(z)dxr =

fab q(z)dz. As condicoes de contorno em S(z) requerem que o integrando (z —
. ~ T

L)p(z) mude de sinal de modo que a < L < b. Entdo [ (z — L)p(z)dz decresce

em (a,L) e cresce em (L,b), portanto esta integral é sempre menor ou igual a

zero. Portanto,
b T b
/ K(/ (z — L)p(z)dz)dx = / q(z)dx >0

requere que K < 0 entdo S(z) > 0. Suponhamos

€r = /:O K(z— L)p(2)dz

y / o A
€, = / Kz'(z — L)p(z)dz,
x
onde i é um inteiro positivo. Entdo, S(z) = —e,, —€, > —e,zt se x> |L|, e
€z,€, — 0 quando  — oo. Por isto, S(z) < —e, /2 se x > |L|, e 2'S(z) — 0
quando x — oo, (i = 0,1,---). Do mesmo jeito, se a = —o0, provamos que

2'S(x) — 0 quando z — —oo, (x = 0,1,---). Em qualquer caso, fab 'S (z)dx
existe, (i =0,1,---). Concluimos que S(x) tem as seguintes propriedades:

K<0, a<L<b, Sx)>0, a<z<b, S(a)=S5()=0,

S'(z) = K(z—L)p(x) existe quase em todo lugar
S'(x) > 0, a<a<L, quaseem todo lugar (22)
s (r) < 0, L <z<b,quase em todo lugar

z'S(z) — 0 quando x — a ou b, i=0,1,---.

Agora obtemos,

b b b
/ S(x)r'dr = / q(z)2'de = / q(z)z'de, i=0,1,---,

b ! ’
/ S(@)01, (216, (a)do = [ 016, (0)6) (w)do =0, (23)
m#mn; mn=0,1,---,
b
a1 () = S(x) + T(x), /T(x)xizo, P01,

No intervalo finito isto requer que T'(z) = 0 quase em todo lugar, mas no inter-
valo infinito este resultado nao necessariamente se tem (O exemplo de Stieltjes
é fooo x”e"””%en(az”‘*)dm =0,n=0, 1, ) De qualquer maneira, se conhece
quese [_FT(z)a'de =0, (i=0,1,---),ese [* |T(z)|dz existe para todo z, e
T(x) > 0 para |z| suficientemente grande entéo T( ) = 0 quase em todo lugar.
Provaremos agora esta afirmacao.

14



Suponha T'(x) > 0 para |z| > A. Por (23), [* |T(z)|dz existe para todo .

Fixamos A e i par. Entao

’

/Z T(z)z'dr = /: T(z)x'dz + /i: T(z)z'dz + /AA T(z)a'dx

Al+1 ) oo ) 5
+/ T(z)x'dx +/ T(x)z'de = Z I,=0
A’ A'+1

n=1
onde Il > 0, 13 > 0, I4 > 0, I5 > O7 IQ < 07 Il+13+15 > 0, y12+I4 < 0. Dado
€ > 0, suponhamos que T'(z) > € em algum conjunto G de medida positiva em
(A, 0). Fixemos A', (A" > A), tal que o intervalo (A", A" + 1) contenha um
subconjunto de G de medida ¢ > 0. Entao I, > 0 e

12| <fA5”|T |dx< A‘T |d33

- 1
I, — ge(A") - age(A")? <

se 1 é suficientemente grande, dado que A/Al < 1. Entao |I3]| < Iy, I + Iy > 0,
o qual é uma contradigdo. Por isto T'(z) = 0 quase em todo lugar de (A, c0), e
similarmente em (—o0, —A). Concluimos que [*, T'(z)z'dz =0, (i = 0,1,---),
por isto T'(z) = 0 quase em todo lugar.

Como S’ (z) = K (z — L)p(x) quase em todo lugar, (20) e (23) dio a equagao
diferencial

(ra® + sz +)S (z) — K(z — L)S(z) = K(z — L)T (). (24)
A solugao de (24) é

S(z) = Si(z)+Cf(x), log f(z) = i %,
Si(z) = f(m)/ (Zgz_;si)fg}c(lz), ¢, C constantes.

3.2.2. Discussao de rz? + sz 4+t
(i) Primeiro suponhamos que rz? + sz + t tem zeros imaginarios. Entdo
f(z) = (ra® 4 sz + )% arctan(yz+9) a, B8,7,0 constantes,

onde r[l +(yx +6)? =12 (ra? + sz +1t), 2ar =K,y ﬂr = —a(2rL + s). Como
Bo = f q1(x)dx > 0, concluimos que 7 > 0, a < 0, y ra? + sz +t > 0 em (a,b).
Seja i um inteiro tal que a+i > 0,4 > 1, e seja f1(z) = (rz? + sz +t)![(a+
i)(2rz + ) + Br/7]f(z).
Integrando por partes temos

¢ z— 2)dz b
/ Flay 1) = it ){/ (7{1(2+sls;)f(t)}iz) v},

—K/ x— L)(ra® + sz + 1) 1[(0[+Z)(27“33+8)

15



’ 2 i—1 : pri?
/aS(J:)(m: + sz +t) {[(a+z)(2rm+s)+7}

+2r(a + i) (ra® + sz + t)}dx =0.

Como o integrando nao muda de sinal, concluimos que S(x) = 0 quase em todo
lugar, o qual é impossivel por (22).

(ii) Suponhamos agora que rz? + sz +t = r(x — g)2. Como em (i), r > 0.
Aqui
f(x) = (z — g)ef/@=9), a, B constantes.

Seja ¢ um inteiro tal que a+i>0,7>2 e

fi(2) = (2 = 9)'[(a + 1)(z — g) — Bl f(2).

" S() _
/a o @ =0,

(iii) Suponhamos que rz? + sz +t = r(z —g)(x — h), (g, h reais; g < h). (Se
(a,b) é finito, isto é inico caso possivel, pois T'(z) = 0 quase em todo lugar.)
Aqui f(z) = (z — g)*(z — )7,

S(z) = (z — ¢)*(z — h)ﬁ{ /CI - K(z—L)T(z)dz N C’}

=g @ —

Como é (i),

o que é impossivel.

a,B,¢,C ctes, r(a+ ) =K

Se i, j sao inteiros tais que a+7 >0, B+ j > 0,7 > 1, 7 > 1, entao, integrando
por partes, achamos que

b
/a (- gfa L Tl = g™ = 1)l = 0

b . .
[ s@@-o -t -mar=o, 3= CEIEEL

Isto é impossivel, como ja temos visto para a = 0. (A demonstracao é similar

se a = —00.) Se S(x) = S(x)(z — g)" "1 (x — h)?~}(z — T), e se as constantes A e
A sdo selecionadas tais que A > A > 3|h| + |L| + 1, entdo

| st [ Sty + / " Sty + / S

+/OO g(m)dmziinzo.

A'+1 n=1

se i é téo grande que |T — h| < |h| + 1, temos

190 > 0, 13 > 0, 14 > 0, 11 <0, 19 + 14 > 0, 11 + 13 < 0.
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Por outra parte,

ia (A=g)'~(A—hy~1(A-7) .
B ST T, S <!

se i é suficientemente grande. Entéo |i1| < i3, contradizendo que i, + i3 < 0.
Desses casos concluimos que r = 0.
(iv) Suponhamos que r = 0, s # 0. Seja
K(z—1L) as

sx 4+t :B+sm+t’

«, 3 constantes, 8s = K

A condigao S(b) = 0 implica

b

b b
/ [B(sz + t)p(x) + asp(z)]dx = 6/ q1(x)dx + as/ p(x)dx

= 86y + asay = 0.

Onde podemos ter o > 0, porque g, Bo > 0, [s < 0. Nesse caso, f(z) =
(sx+1t)%ef? e

" K(z—L)T(z)dz C}

S(z) = (sz+ t)aeﬂw{ (82 +t)otlepz

¢, C' constantes.

Sea< —t/s = —t/, a existéncia de S(x) perto de —t requer da existéncia da
integral
—t
K(z—L)(sz+t)"* e P*T(2)dz,
C
tal que S(ftl) = 0, o que é impossivel. Por isto sz + ¢t nao muda de sinal em
(a,b), e s > 0 porque By > 0. Entdo a =0, 5 <0,¢t =t/s > 0.

Seja
_[o em (O,t/ ,
Sa(r) = { S(z—t) em (t,00)

onde

S(x—t/)zéxaeﬂx{/ K(z—L—t)T(z—t)dz_i_C/}’

Za+1eﬁz

’
¢,C constantes .

A funcio de peso S(z —t') em (t',00) e Sa(z) em (0,00) tem 0 mesmo sistema
de polinémios ortogonais {¢ (z — ¢ )} pois os momentos sdo os mesmos. Seja

Tl(ZL') = SQ(.’E) + Clxaem,

onde a constante C; é determinada tal que fooo Ti(z)dz = 0. Integrando por
partes, temos




/ Ty (z)z" o+ i + Br)dx = / Ty (z)x" " tdx = 0,
0 0
i=1,2,

Portanto, se omitimos a func¢do Tj(x) cujos momentos sdo zeros, a fun¢do de
peso é da forma Cx®e”* (C uma constante arbitraria). Substituindo « por —x/f
e fazendo C = (—)%, temos a funcdo de peso z%e~* a qual é a funcdo de peso
dos polinémios ortogonais de Laguerre com a propriedade que

/ T 201676, (2) 0 (@)da = / T 20e6, (2)0n (@)dw = 0
0 0

a>0m#n;mmn=0,1,---

(v) Suponhamos que r = s =0, t # 0. Como [y > 0, podemos ter ¢ > 0. Aqui
f(z) = eK'(x%zLx)’ o

S(z) = eK’(w2—2Lw){/ oK’ (2 — L)e_K/(Zz_sz)T(Z)dZ + 0}7

KI,C,C constantes ,K, = K/2t <0.

Se ¢ é um impar positivo, a fungao
’ 2 x ’ 2
e—K (z —2Lx)/ (Z _ L)zeK (= —2Lz)d2
oo

é um polindmios em z. Portanto, integrando por partes temos f; S(x)(x —
L)'dx = 0, (i impar), o qual requer que a = —oo. Como por (23)

/Oo p(z)(z — L)idzx = /oo p(z + L)z'dx = /OO p(—z + L)z'dx = 0,

¢ impar,
oo . oo .
/ p(z+ L)a'dx = / p(—z + L)z'dx, i par,
— 0o — 00

daqui segue que p1(z) = p(z+L)+p(—z+L) é a funcao de peso para {¢, (z+L)}.
Assumamos que p(z) tem sido substituido por p;(z), encontramos que p; (—z) =
);

pi(x), T(=z) = T(z), S(=x) = S(z), e

’ o , / ,
S(x) = ek ”2{/ 2K ze K ZQT(z)dz + C}, K ,C constantes.
0
Seja
Ty (z) = eX IQ{/ 2K ze K ZzT(z)dz—l—Cl},
0

onde C é uma constante determinada. Entéo Ty (—z) = Ti(x), e [~ Ti(z)a'de =
0, (¢ impar). Se 4 é par, entdo a integragdo por partes mostra que

xT ’ ’ x ’
_ 2 . 2 _ 2 2
u(z)=e K2 / 21l Fdy = aP_o(x) + Coe K ® / K 2 dz,

— 00
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onde P;_5(x) é um polindmio de grau ¢ — 2 em z, (i > 2, C constante). Daqui
segue

/000 Ty (x)x'dr = {/I zieKlzzdz{ /Of” ZK/zefK/ZzT(z)dz + C’l}]oo

0o 0

—2K’ /000 2T (z)u(x)dx

= C2{01 /év K2 g oK’ /000 :r:T(x)e*K/z2 (/m eK/z2d2>d:c} =0

oo o0

1 par
se (7 é apropriadamente escolhido. Por isto ffooo Ty(z)2'de =0, (i =0,1,--).
Exceto por uma funcao cujos momentos sao zeros, a fungao de peso se reduz
a CseX *° (C53 6 uma constante arbitréria). Substituindo z por z/(—K )!/2

e fazendo C3 = 1, temos e~
ortogonais de Hermite.

a qual é a funcao de peso para os polindémios

4. Conclusoes

Temos demonstrado que quando um sistema de polinémios ortogonais é tal
que suas derivadas também formam um sistema de polinémios ortogonais entao
o sistema inicial somente podem ser os polinémios de Jacobi, de Hermite ou de
Laguerre. Esta demonstracao baseia-se nas relagoes entre as funcoes de peso de
ambos sistemas de polindmios ortogonais (os originais e suas derivadas).

Dado que os unicos polinémios ortogonais que satisfazem a condigao antes
mencionada sao esses trés e so eles, entao esses trés sistemas de polinémios
ortogonais sdo os unicos que satisfazem as condig¢oes de Bochner. Portanto os
polinémois ortogonais classicos sao os de Hermite, Laguerre e Jacobi.
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