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Introducao

Em meados da década de 1960, John Milnor e Joseph Wolf fizeram trés conjecturas
sobre crescimentos de grupos finitamente gerados. Eles estavam analisando propriedades
dos grupos fundamentais de variedades Riemannianas com condigoes especificas sobre
curvatura quando deram origem a esses problemas com ares puramente algébricos.

O primeiro fato importante dessa histéria foi a prova por Wolf, em [6], de que um grupo
policiclico que nao ¢ virtualmente nilpotente tem crescimento exponencial. Policiclico
significa finitamente gerado, soluvel e tal que todo subgrupo é finitamente gerado. Em
seguida, Milnor mostrou que se o grupo é soltivel mas nao € policiclico entao ele também
tem crescimento exponencial, ver [4]. As propriedades de crescimento, polinomial ou
exponencial, sao mantidas para subgrupos de indice finito, por isso segue-se o seguinte:

Teorema 1. Um grupo virtualmente solivel tem uma das sequintes propriedades: ou é
virtualmente nilpotente ou tem crescimento exponencial.

Com base nisso, observa-se uma espécie de limiar para a propriedade de um grupo ter
crescimento polinomial. Foram elaboradas as seguintes conjecturas:

Conjectura 0.0.1 (Milnor). Todo grupo finitamente gerado de crescimento polinomial é
virtualmente nilpotente.

Conjectura 0.0.2 (Wolf). Todo grupo finitamente gerado que nao tem crescimento poli-
nomial tem crescimento exponencial.

A segunda conjectura foi provada por Tits, ver [5], no caso de subgrupos de grupos de
Lie com finitas componentes. A afirmacao geral de Wolf é falsa, ou seja, existem grupos
de crescimento intermediario. O primeiro exemplo é divido a Grigorchuk.

Utilizando-se do resultado de Tits, Michael Gromov provou a afirmacao de Milnor
no trabalho intitulado Groups of polinomial growth and expanding maps. A prova de
Gromov é particularmente importante pela introducao de uma métrica no espago dos
espacos métricos que tem diversas aplicacoes, é a chamada métrica de Gromov-Hausdorff.

A presente exposicao do Teorema de Gromov sera precedida de trés partes. O primeiro
capitulo é dedicado a uma exposicao detalhada do problema e uma ideia geral da demon-
stracao do resultado. Os capitulos 2 e 3 tratam das duas ideias centrais da prova, um
lema algébrico que é uma sintese dos varios resultados mencionados acima e o estudo das
propriedades da nova métrica introduzida por Gromov.



Capitulo 1

Conhecendo os Elementos e as
Ferramentas

1.1 Geometrizacao de um Grupo

Seja I um grupo com conjunto de geradores finito e simétrico {71, ..., }. Consideramos
a métrica das palavras em I' com letras no conjunto de geradores fixo,
da, ) =la "Bl =min{n:a'B=7, ... 7.} (1.1)

O espago métrico (I',d) é homogéneo e métricas obtidas de conjuntos de geradores
distintos sao equivalentes, no sentido de que se d’ é a métrica relativa a outro sistema de
geradores, entao existe uma constante C' > 1 satisfazendo:

1
2 d(o,§) < d'.§) < O d(o, B)
Sejam «, 3 € I' e r > 0. Pela homogeneidade de (I',d), segue que as bolas B, («)
e B,(f) tém o mesmo numero de elementos. Para cada r > 0 seja b, = |B.(e)| a

quantidade de elementos na bola de raio r centrada na identidade e € I'. Se existem
constantes p e M tais que b, < MrP, para todo r > 1, dizemos que (I, d) tem crescimento
polinomial. Se o grupo tem crescimento polinomial para uma métrica de palavras fixa,
entao ele tem esta propriedade para qualquer outra métrica de palavras, pois métricas
relativas a conjuntos de geradores distintos sao equivalentes. Nesse caso dizemos que I
tem crescimento polinomial e definimos o seu crescimento como

cres(I') = inf{s : b, - r=° é limitada em r}. (1.2)

Segue da equivaléncia das métricas que o valor cres(I') ndo depende dos geradores.
Grupos abelianos finitamente gerados sao os exemplos mais simples de grupos de
crescimento polinomial. Exemplos mais elaborados e motivadores foram dados por Wolf
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em [6], sdo os grupos que possuem subgrupo nilpotente de indice finito, conhecidos como
virtualmente nilpotentes ou ainda quase nilpotentes. Tratamos um pouco desses exemplos
na secao seguinte.

Por outro lado, se existem constantes M > 0 e p > 1 satisfazendo b, > M - p", para
todo r > 0, dizemos que I' tem crescimento exponencial.

1.2 Grupos Virtualmente Nilpotentes

Dado um grupo I', consideramos a seguinte série normal: I'o = T" e I';;; é o grupos dos
comutadores de I" e T';, ou seja, [[',I';]. Dizemos que I' é nilpotente se esta série normal
¢ quase toda trivial. E dizemos que I' é virtualmente nilpotente se ele tem um subgrupo
nilpotente de indice finito.

O objetivo dessa secao é expor a razao pela qual sao considerados os grupos virtual-
mente nilpotentes no estudo do crescimento de grupos finitamente gerados. Isto sera feito
em dois passos. Primeiro, veremos que grupos nilpotentes I' de classe 2 tém crescimento
polinomial. Depois, veremos que um subgrupo de indice finito de um grupo finitamente
gerado tem o mesmo crescimento do proprio grupo.

Seja I' um grupo nilpotente de classe 2, isto é, I'y = [I', [[', I']] = {e} ¢ trivial. Observe
que o subgrupo dos comutadores esta contido no centro de I';, Z(I"). De fato, para cada
g€l ehe |l T], temos [g, h] = e, 0 que implica que g e h comutam. Fixado {v1,...,V},
sistema de geradores simétrico de I', todo elemento g € ' com |g| < n pode ser escrito
como g = Y, - - .%,, com r < n. Vamos reescrever g na forma yy* ...v:*¢’, com ¢’ € [I', T].
Para tanto, observe que se i,_1 > 1,, podemos fazer a seguinte inversao:

Vi1 Vir = YVirYirr Vi ys Vi -

Como [I',T] < Z(I"), entao conseguimos escrever g como desejdvamos, com ¢’ compostos
de no maximo n? comutadores do tipo [%-_1,7]-_1]. Seja m > 0 tal que |[7[1,7j_1]| < m,
para todo 7,j. O grupo [[',I'] é abeliano, logo tem crescimento polinomial, seja 7 esse
crescimento. Portanto, todo g € I' com |g| < n pode ser escrito como

g=77"...%"g, com Zei <nelg|<mn®em [[,T].
Donde concluimos que b, < Cn*~n?7, para alguma constante C' > 0. Usando as mesmas
idéias desse método podemos mostrar que grupos nilpotentes de qualquer classe tém
crescimento polinomial.

Para concluir a secao, vamos tratar o caso dos subgrupos IV < I' de indice finito em um
grupo I' de crescimento polinomial. Por um lado é claro que o crescimento do subgrupo
é menor ou igual ao do grupo original. Por ora, suponha que IV é normal em I'. Sejam
U={m,...,p,} conjunto de representantes de I'' em I', T conjunto de geradores finito
e simétrico de geradores de IV e T = {p; 'tu; : t € Ty e p; € U}. Considere o conjunto
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V =UUT de geradores de I', vamos calcular o crescimento de I' com relativamente a
esse conjunto e ao crescimento de I".

Vamos comegar escolhendo uma constante especial da seguinte maneira: para cada
pis iy € U ee,mpe{—1,1}, seja Kfeimg) € U tal que we;p; = ufu?,u]?(lgmj) e I”, tome

N = maX{|wai,77j| 1 S Zaj S peeg,n € {_17 1}}7

onde o conjunto de geradores de I considerado é T. Observe que se ¢ = p; ‘ty; € T e
pj € U, entao t';i; pode ser reescrito como fug;, jywy j, onde

k(i,5) = f(=i, £(i,7)) e wi 5 = woi g (7t Jwig € T

Além disso, ainda temos que |wy ;| < 2N +1. Se um elemento v € I' é tal que |y| < n em
relagdo a V', entao podemos deixa-lo na forma v = pw, w € I, por meio de no méximo
n inversoes, que podem ser trocar ufug POT fhf(zinj)Weimj, OU trocar t'p; por Mk, )Wt -
Sendo assim, obtemos |w| < nN + n(2N + 1). Portanto, a quantidade de elementos na
bola de raio n de I' com respeito a V' pode ser estimada por:

b, < C[nN +n(2N + 1)]res),

para alguma constante C' > 0. O que prova que cres(I') < cres(I”). No caso em que I
nao ¢ normal em I', consideramos o subgrupo de I obtido pela intersecao de todos os
conjugados deste. Ele esta contido em I, mas ainda tem indice finito em I'. Isto ocorre
porque a quantidade de tais conjugados é finita, o que é o contetido do lema 2.3.1.

1.3 Ideia da Demonstracao

Seja I' um grupo finitamente gerado com uma métrica das palavras d. O que Gromov fez
inicialmente foi considerar uma sequéncia de espagos métricos (I', r~1d), com r — oo. Ele
fez um teorema de pré-compacidade no espaco dos espacos métricos que permitiu, a partir
do crescimento polinomial, obter uma subsequéncia (T, 7, 'd) convergente na métrica
Gromov-Hausdorff para um espaco Y. O espacgo obtido como limite dessa sequéncia tem
varias propriedades fortes: homogeneidade, conexidade e conexidade local, compacidade
local e ainda dimensao de Hausdorff finita. Devido ao seguinte grande teorema, segue
que o grupo das isometrias de ¥ é um grupo com muita estrutura:

Teorema 2 (Montgomery-Zippin). Seja Y espa¢o métrico de dimensao finita, localmente
compacto, conexo e localmente conexo. Se o grupo L das isometrias de Y € transitivo em
Y, entao L € um grupo de Lie com finitas componentes conexas.

O segundo passo da demonstracao também é uma grande aplicacao das propriedades
passadas pelo limite da métrica Gromov-Hausdorff. Baseado na sequéncia I';, convergente
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nessa métrica, Gromov criou uma nogao de convergéncia de aplicacoes f, : I, — I',, a
uma aplicacao f : ¥ — Y de modo que fosse possivel obter isometrias de Y a partir
de isometrias dos I',,. Com isto, fica possivel construir homomorfismos de subgrupos
[" < T em L considerando para cada v € I" o limite das aplicacoes de I',, dadas pela
multiplicacao a esquerda por 7. A importancia dessa construgao é importante por causa
do lema algébrico provado por Gromov que declara o seguinte:

Lema 1.3.1. Sejam I' grupo de crescimento polinomial e L grupo de Lie com finitas
componentes conexas. Suponha que para cada subgrupo finitamente gerado infinito IV < T’
existe subgrupo A < I" de indice finito em I'" com uma das sequintes propriedades:

e A ¢ abeliano;
e FExistem homomorfismos A — L com imagens arbitrariamente grandes.
Entao I' € virtualmente nilpotente.

A parte final da demonstracao é a analise dos homomorfismos criados para que possam
ser adaptados de modo a satisfazer as hipdteses do lema algébrico. Uma arma muito
poderosa dessa parte final da prova é um corolario do teorema 2. Nas mesmas condigoes
daquele resultado, temos:

Lema 1.3.2 (Lema de Localizagao). Para todo inteiro positivo p e aberto U CY, existe
e >0 com a sequinte propriedade: se uma isometria nao trivial | € L satisfaz

d(l(u),u) < e,

para todo u € U, entao a ordem de |l como elemento de L é pelo menos p.



Capitulo 2

Resultados Algébricos

Esta parte do trabalho contém alguns dos belos resultados na interface de grupos de
crescimento polinomial e seus subgrupos especiais ja conhecidos antes de Gromov e a
sintese feita por ele destes teoremas, chegando ao chamado Lema Algébrico, 1.3.1

2.1 Grupos de Crescimento Polinomial

Nessa secao, estudamos a passagem do crescimento polinomial para subgrupos finitamente
gerados. Os principais resultados sao que subgrupos de indice finito de um grupo de
crescimento polinomial tém o mesmo crescimento que o grupo original e que os subgrupos
de indice infinito tém crescimento estritamente menor.

Seja I' grupo finitamente gerado munido da métrica das palavras d relativa a um
conjunto de geradores fixo. Sabemos que se «, 3 € T' sado tais que d(a, 3) = n, entao
existem o = o, aq,...,a, = [ € I' com d(a;,a;41) = 1. Se B é uma bola de raio n
em I' e B(m) é a unido das bolas B,,(a) centradas nos pontos a € B de raio m, entao
B(m) é a bola de raio n + m concéntrica com B. Estas duas observagoes sao chamadas
propriedades de conectividade de I' e delas segue o resultado mencionado para subgrupos
de indice finito.

Lema 2.1.1. Seja I' grupo de crescimento 7. Entao seus subgrupos de indice finito tém
0 mesmo crescimento do proprio grupo.

Para que possamos considerar o crescimento das bolas dos subgrupos considerados no
lema anterior deveriamos considerar apenas subgrupos finitamente gerados, pois existem
grupos finitamente gerados que possuem subgrupos que nao sao finitamente gerados, como
o subgrupo dos comutadores do grupos livre com dois geradores. Mas se o subgrupo tem
indice finito em um grupo finitamente gerado ele ja é finitamente gerado.

Passemos a analisar o caso dos subgrupos de indice infinito. Para cada subgrupo
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[ < T considere a acao

I'xl — T
(v,) — 7o

Cada aplicacao 7 = (v, ) é uma isometria de I". Considere o espago quociente X = I'/T”
munido da métrica induzida

d(z,y) = min{d(a, B) : 7(a) =z e 7(8) =y}, w.y € X,

onde 7 : I' — X ¢é a projecao canonica. Podemos considerar o minimo na defini¢ao
anterior pois d s6 assume valores inteiros. E claro que d é positiva definida e simétrica,
vejamos a desigualdade triangular. Dados =,y e z € X, existem «, 31,02 e 0 € I tais
que (o) =z, w(f1) = 7(fa) =y, 7(0) = z, d(z,y) = d(a, £1) e d(y, z) = d([2,6). Além
disso, também existe A\ € I tal que (3, = A\3;. Portanto,

d(x,y) +d(y,2) = d(a, 3)) + d(\B1,6) = d(a, B1) + d(Br, \716) > d(a, \716) > d(z, 2).

Vejamos que as propriedades de conectividade sao passadas ao espaco quociente X.
Dados z,y € X com d(z,y) = n, sejam o € 7 1(x) e 8 € 7 (y), tais que d(«, 3) =
d(z,y) = n. Existem oy = a,aq,...,a, = f € ' com d(a;,a;41) = 1. Para cada i,
se x; = m(qy), entdo d(z;, x;11) < 1. Pela desigualdade triangular de X, concluimos
d(x;,x;11) = 1. Com isto fica provada a primeira propriedade de conectividade em X.
Além disso, também vimos que em um caminho de comprimento minimo entre a € 7 ()
e 8 € 77 1(y) que realizam a distancia entre z e y nao exitem vértices que sejam adjacentes
e equivalentes simultaneamente. Nas condicoes da segunda propriedade, a inclusao de
B(m) na bola concéntrica de raio n + m, B’, segue da desigualdade triangular em X.
Usando a primeira propriedade, podemos escrever qualquer ponto z € B’ como x = y - 2,
com z € B e |y| < m. Isto garante a segunda inclusao.

Com as propriedades de conectividade do quociente podemos mostrar a validade da
afirmacao feita sobre subgrupos de indice infinito, este é o contetido do seguite lema.

Lema 2.1.2. Seja IV < T" subgrupo finitamente gerado de indice infinito em I'. Entao
cres(I") < cres(T") — 1.

Demonstragao. As propriedads de conectividade de X = I'/T” implicam que cada bola
B, de raio r em I' tém pelo menos r + 1 elementos «y, . . . , @, nao equivalentes. Considere
a intersecao B’ = B, NI, bola de raio r em I”, e as suas translacées B’a;. Como os «;
nao sao equivalentes e B’ C I, entao os B'«a; também sao disjuntos. Além disso, é claro
que B'a; C By,.. Sendo assim, para cada elemento v € B’ temos r + 1 elementos distintos
ya; € By, logo, |B'|(r+ 1) < |Ba.|. O que conclui a prova. O
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2.2 Resultados Usados

Para a demonstracao do Lema Algébrico, Gromov usou trés teoremas famosos. Dois dos
quais sobre subgrupos discretos de grupos de Lie afirmam o seguinte:

Teorema 3 (Jordan). Para cada grupo de Lie L com finitas componentes existe um
numero q tal que todo subgrupo finito em L tem um subgrupo abeliano de indice no
mdzimo q.

Teorema 4 (Tits). Sejam L grupo de Lie com finitas componentes e G < L subgrupo
finitamente gerado. Entao existem duas possibilidades:

(a) G contém um grupo livre de posto 2. Nesse caso G tem crescimento exponencial.

(b) G ¢ virtualmente solivel. Nesse caso G tem crescimento exponencial a menos que
ele seja virtualmente nilpotente.

Também é usado na prova do Lema Algébrico o motivador resultado de Milnor-Wolf
sobre grupos soliveis de crescimento polinomial:

Teorema 5 (Milnor-Wolf). Um grupo solivel tem crescimento exponencial a menos que
contenha um subgrupo nilpotente de indice finito.

2.3 Demonstracao do Lema Algébrico

Essa secao é dedicada a prova do Lema Algébrico, enunciado em 1.3.1. A prova sera
precedida de dois lemas basicos:

Lema 2.3.1. Seja G grupo finitamente gerado e ¢ € N. Entao G tem finitos subgrupos
com indice menor ou iqual a q.

Demonstragao. Sejam H < G subgrupo de indice ¢ e H = H;, ..., H, as classes laterais
a direita de H em G. Considere a aplicagdo ¢ : G — 5, definida por ¢(g) = o, onde
H;g = H,;), para cada g € G. A aplicagao ¢ ¢ um homomorfismo, pois dados ¢(gi) = oy,
k=1,2,e¢(g1-92) = 0, temos Hy;) = Hi(g91 - g2) = (Hig1)92 = Hoy (92 = Hoy(o1(:)) =
Hsy001)5)- Observe que g € H se, e somente se, Hg = H, o que também equivale a
#(g)(1) = 1. Entao H estd associado ao homomorfismo ¢, que por sua vez determina
H como H = {g € G : ¢(g)(1) = 1}. Sendo G finitamente gerado, existem apenas uma
quantidade finita de homomorfismos de G' no grupo das permutacoes de g elementos S,
e, consequentemente, G tem finitos subgrupos de indice gq. O

Lema 2.3.2. Sejam R, H subgrupos de G. Entio (H: RN H) < (G : R).
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Demonstracao. Basta observar que se h, h' € H sao tais que h(RNH) # h'(RN H) entao
h='h' ¢ RN H, como h™ I/ € H, segue-se que h™*h/ ¢ R, logo, hR # h'R. O

Pelo Teorema de Milnor-Wolf, basta mostrar que sob as hipéteses de Lema Algébrico
o gurpo é virtualmente solivel. Seja (I',d) grupo finitamente gerado com a métrica das
palavras. Observe que I' tem crescimento polinomial se, e somente se, 3 n € Ne C > 0
tais que b, - r~" < C', para todo r > 1, onde b, denota a cardinalidade da bola de raio r
em I['. Usamos essa equivaléncia para provar o Lema Algébrico por inducao no teto do
crescimento de I'. O caso base cres(I') = 0 é trivial, pois esse grupo é finito.

Suponha que existe um subgrupo A < I' de indice finito que pode ser mergulado em
L por homomorfismos de imagens arbitrariamente grandes. Para cada p = 1,2,..., seja
¢, A — L um homomorfismo tal que |p,(A)| > p.

Para a presente demonstragao usaremos o seguinte resultado:

Lema 2.3.3. Sob as condi¢oes do Lema Algébrico, existe H < T' subgrupo de indice finito
em I' e um epimorfismo ¢ : H — 7Z.

Relembrando que epimorfismo é um homomorfismo sobrejetor. A prova desse lema
sera dado em 2.4 e resume-se a analise de dois casos:

e Todas as imagens ¢,(A) sao finitas.

e Existe um homomorfismo ¢ : A — L de imagem infinita.

A existéncia de um H com essas propriedades é ébvia no caso em que A é abeliano.

Duas consequéncias imediatas da existéncia de H e do epimorfismo acima sao que o
indice de X = ker ¢ em H é infinito e que H tem crescimento polinomial. Outro resultado
disso, nao tao direto, é que o nucleo K também ¢é finitamente gerado. Para verificarmos
isto, comegamos observando que H é finitamente gerado, pois o indice (I'" : H) é finito.
Sejam v = v, 71, - - - , 1 geradores de H, com () = 1. Se necessario, trocamos o gerador
v por y; — 4¥04) | para que tenhamos ; € X, para todo 1 < i < [. Afirmo que X é da
forma

Vv 1<i<le —m <j<m).

Um elemento € X pode ser escrito como produto de fatores da forma v7/v;7~7. De
fato, se = 7, ...V, e iy # 0, temos (v, ... %) = J = —¢¥(Vie\y --- V). Sendo
assim, a = %1-..%5717(? e f = 73%5“...%7, estaio em K e v = arlvy;, v 73. Isto
verifica, por inducao, a forma do elemento tipico de K. Suponha, por contradicao, que
existe sequéncia de elementos da forma a,, = Y"vy™™, ou v """, tais que a,, ¢
(g, ..., m_1). Sao exatamente 2! produtos ag’...acm distintos com ¢ € {0,1} e
todos tém tamanho menor ou igual a (m +1)(2m + 1). Logo, bumt1)@m+1) = 2™, 0 que
contradiz o crescimento polinomial de K.
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Admitindo a existéncia do subgrupo H, o lema 2.1.2 garante que o crescimento de K
é menor ou igual ao crescimento de I' menos 1. Além disso, é claro todo subgrupo de K
também é subgrupo de I, logo, K satisfaz todas as hipdteses do Lema Algébrico com o
crescimento estritamente menor que o de I'. Pela hipdtese de inducao, segue-se que K é
virtualmente nilpotente. Seja N <1 K subgrupo nilpotente de indice finito.

Seja K’ a intersegao de todos os subgrupos de X de indice (X : N). Todo subgrupo
de um grupo soluvel também é solivel, logo, X' é soluvel. Afirmo que X' também tem
indice finito em XK. Isso é consequéncia de que K é finitamente gerado e do lema 2.3.1.
Sendo assim, o que temos até aqui é: K' < K < H < I', onde K’ é soluvel, os indices
(T':H) e (KX :X') sao finitos e (H : K) é infinito. Considere o grupo I'' = (X', ). Para

concluir o argumento da prova veremos trés afirmagoes.
Afirmagao 2.3.1. X' < I".

Demonstragdo. O elemento tipico de I é da forma & = v*'k; - ... - y*k,, com k; € K'.
Sendo_assim, basta mostrar que v 1K'y < K'. Dado z € X/, sabemos que z € N, para
todo N < K <1 H de fndice (X :N) em K. Como v € H, temos ’yN’y < XK e seu indice
em K também é (K : N), logo, x € vNy~1. Portanto, v~ 'zy € N para todo N, o que nos
permite concluir que v lzy € X', como queriamos. O

Afirmagao 2.3.2. 'NKX = X'.

Demonstracao. Considere novamente um elemento tipico de x € I” como na afirmacao
anterior. Se ¥(z) =0, entdao Y e; = 0 e podemos reescrever & como

v = (Yhy ") - (VT Ry T ) L (k).
Usando o fato provado em 2.3.1 concluimos a prova dessa afirmacao. O
Afirmacao 2.3.3. X - IV = H.
Demonstragao. Considere {v = v9,71,...,%} o conjunto de geradores obtido para H
com (y) =1 e~ € K, para todo 1 <1i <[. Cada produto 7"+, pode ser escrito como
(Y~ € K - T7, pois K < H. Isto indica que vale a igualdade X - TV = . O

Essas trés afirmacoes podem ser sintetizadas no diagrama abaixo, onde o segmento
duplo significa normalidade.

\
/

/\
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Sejam Ai,...,\, € X representantes das classes laterais a esquerda de X' em X.
Para cada ( € H, existem k € K e g € I, tais que ( = k- g. Para este k, existem
1<i<mek €X' tais que k = \; - ¥’. Com isto, (I" = kI = \;I". Isto mostra que
(H:T") < (X : X') < co. Por outro lado, ja sabfamos que (I' : H) < oco. Portanto,
T:I")<ococel >T"> XK com K’ soluvel, isto é, I' é virtualmente solivel.

2.4 Como Jordan e Tits Ajudaram Gromov

Para concluir a prova do Lema Algébrico, passamos a verificacao de 2.3.3. Comecamos
analisando o caso em que as imagens ¢,(A) sao finitas. Seja ¢ o valor dado pelo Teorema
de Jordan para o grupo de Lie L. Cada imagem ¢,(A) é subgrupo finito de £, logo, existe
Ap < ¢p(A) subgrupo abeliano de indice (p,(A) : A,) < ¢. Seja H, = ¢, ' (Ap). Afirmo
que o indice de H, em A também é no maximo ¢. De fato, sejam ¢i,...,9, € ©,(A)
representantes das classes laterais a esquerda de A, em ¢,(A) e, para cada 1 < i < g,
escolha um h; € ¢, '(g;). Dado g € A existe 1 < i < ¢ tal que g; 'pp(g9) € A,, logo,
hi'g € H, e concluimos que h; 3, = g3,

Tome H como sendo a interse¢ao de todos os H,. Afirmo que H é um subgrupo de
indice finito em A e o subgrupo dos comutadores [H, H]| tem indice infinito em A. Para
a primeira parte, basta observar que existem apenas finitos J, diferentes, pois todos eles
tém indice no maximo ¢, assim podemos usar o lema 2.3.1. Considere dois elementos
z,y € H. Sabemos que ¢,(z), ¢,(y) € A,, para todo p, e os A, sao abelianos, logo,

() - 0p(Y) = @u(Yy) - p(®) = @p([z,9]) = 1.

Sendo assim, o subgrupo dos comutadores de H esta contido nos ntcleos ker ¢, para
todo p. Portanto, (A : [H,H]) > (A : kerp,) = |¢,(A)| > p, para cada p = 1,2,.. .,
donde concluimos que (A : [H, H]) = .

O subgrupo H tem indice finito em A que por sua vez tem indice finito em I". Sendo
assim, H tem indice finito no grupo finitamente gerado I', logo também ¢ finitamente
gerado. O grupo quociente H/[H,H]| é finitamente gerado, abeliano e infinito. Pelo
teorema de estrutura dos grupos abelianos finitamente gerados, existe um epimorfismo

o

[3, 3]

Seja 1 : H — 7Z a composi¢ao do epimorfismo acima com a proje¢ao canodnica de H no
quociente H/[H, H]. Com isto, obtemos o epimorfismo desejado.

Suponha que existe um homomorfismo ¢ : A — L de imagem infinita. Comecamos
notando que ¢(A) é um subgrupo finitamente gerado de crescimento polinomial no grupo
de Lie L, logo, pelo Teorema de Tits, p(A) é virtualmente nilpotente. Seja N < p(A)
subgrupo nilpotente de indice finito e considere a filtracao No > Ny > Ny > ..., definida
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por Ng = N e N;4; = [N;,N]. A nilpotencia do grupo N assegura que N; = {e}
para quase todos os valores de j. Observe que Ny tem indice finito em ¢(A), mas
(p(A) : N;) é infinito para j suficientemente grande. Sendo assim, existe um r tal
que N, tem indice finito em @(A), mas (N, : N,,;) = oo. Nesse caso, tome H =
@ 1(N,). O subgrupo H tem indice finito em A, logo, ele ¢ finitamente gerado e seu indice
também ¢ finito em I'. Provaremos que também neste caso é verdade que H/[H, H] é
infinito, o que, seguindo o raciocinio da primeira parte dessa se¢ao, implica a existéncia do
epimorfismo desejado. Segue da escolha de N, que (A : ¢ '(N,y1)) = co. Para concluir,
vejamos que [H, H] < ¢~ (N,41). De fato, se 7,y € H = ¢~ *(N,), entdo p(ryzty™) =
p(@)e(y)e(@) " e(y)™ € [Ny, N] = Ny Isto mostra que [z,y] € ¢ (Nyy1), como
queriamos.



Capitulo 3

Métrica Gromov-Hausdorft

Definir uma métrica no conjunto dos espacos métricos de modo que espacos isométricos
representem o mesmo ponto, ou seja, a distancia entre eles deve ser zero. Sejam (M, d)
espaco métrico e X,Y C M subconjuntos de M munidos da métrica induzida. A maneira
natural de medir a distancia entre X e Y como subespagos de M, conhecida como métrica
de Hausdorff, consiste em considerar o infimo dos r > 0 tais que todo ponto de X esta a
uma distancia menor ou igual a r de algum ponto de Y e vice-versa. De outro modo,

dg(X,Y)=inf{r >0:Y C X(r) e X CY(r)},

onde X (1) = Uzex B, (2), Y(r) = Uyey B:(y) e B,(2) é a bola de centro z € M e raio
r. A funcao dy é uma semi-métrica no espacgo dos subconjuntos de M e uma métrica
quando restrita aos subconjuntos fechados, isto é, dgy(X,Y) = 0 implca X =Y. Mesmo
com X,Y C M e com dyg(X,Y) > 0, pode ser que eles sejam isométricos, podem estar
mais proximos como espagos métricos do que como subespacos de M. Para suprir essa
falha Gromov considerou o infimo das disténcias de Hausdorff entre as possiveis copias
isométricas de X e Y em qualquer espago métrico maior. Denota-se dgy (X, Y) a distancia
de Gromov-Hausdorff entre os espagos métricos X e Y. Equivalentemente, temos

dep(X,Y) = inf{r > 0: 3 métrica d na unido disjunta X UY, que estende
as métricas de X e Y, na qual dy(X,Y) <r}.

Esta distancia induz uma nocao de convergéncia no espaco dos espacos métricos, que
foi introduzida no trabalho do Gromov sobre grupos discretos de crescimento polinomial.
Uma aplicagao muito util em Geometria Riemanniana é o Teorema de Compacidade de
Gromov, o qual diz que o conjunto das variedades Riemannianas com curvatura de Ricci
> c e diametro < D é relativamente compacto na métrica de Gromov-Hausdorff.
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3.1 Meétrica de Hausdorft

Os resultados que envolvem a métrica de Gromov-Hausdorff sdo bem mais complicados
que equivalentes sobre métrica de Hausdorff. Um dos resultados desse capitulo mais
importantes na demonstracao do teorema principal é um critério de compacidade. No
caso da métrica de Hausdorff, temos um critério de compacidade simples e muito anterior
A teoria introduzida por Gromov. Seja (HM, dpy) o espago métrico dos subconjuntos
fechados de M munido da métrica de Hausdorff. Nesse caso, temos o seguinte teorema.

Teorema 6 (Blaschke '1916). Se M é compacto, entao (HM dy) é compacto.

Demonstragdo. Vamos mostrar que HM é completo e totalmente limitado. Seja {S,}°°,
uma sequéncia de Cauchy em HM. Considere

S ={x € X :V vizinhanga U 5 x vale UN S, # () para infinitos n}.

Observe que S,, — S na métrica de Hausdorff. De fato, dado € > 0, existe ng tal que se
m,n > ng entao dy(Sp,,S,) < €. Seja d a métrica de M. Para todo n > ng, vejamos
que dg(Sn,S) < 2. Se x € S, sabemos que B.(x) N S, # 0 para infinitos valores de
m, logo, existe y € B.(x) NS, para um m > ng. Como dgy(S,,Sn) < €, segue que
d(z,S,) < 2e. Por outro lado, se x € S, entao d(x,S) < 2. Com efeito, para cada
m > ng existe y,, € B.(x)NS,,. Pela compacidade de M a sequéncia {y,,} tem um ponto
de acumulagao y € Bo.(x) N S. Isto mostra que HM é completo. Dado & > 0, seja A
uma e-rede finita de M. Afirmo que 24, o conjunto dos subconjuntos de A, é uma e-rede
finita de HM. Para cada X € HM, considere X4 = {a € A : d(a, X) < ¢}. E claro que
XaCAedy(X,Xa) <e, o que conclui a prova. O

3.2 Resultados Basicos

A defini¢ao intuitiva de Gromov de dgy dada acima tem algumas complicagoes quando
sao considerados espacos métricos quaisquer e mesmo em casos particulares apresenta
dificuldades. Ela é apenas semi-métrica no conjunto dos espacos métricos, para que
seja métrica devemos nos restringir aos espacos métricos compactos. Mesmo neste caso é
dificil medir dgy (X, Y). Um fato que ajuda é que em vez de considerar todos os possiveis
mergulhos isométricos de X e Y em um espaco maior, basta analisar as possiveis extensoes
das métricas na uniao disjunta XUY. Portanto, o problema de medir reduz-se a conseguir
uma boa funcao distancia na uniao disjunta e provar que ela é uma métrica. Vejamos,
como exemplo disso, o que ocorre na prova da desigualdade triangular.
Sejam X, X5 e X3 espacos métricos. A mostrar:

den (X1, X3) <deu(Xi, Xo) + dan(Xa, X3).
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Dadas métricas dis e doz em X7 U Xy e X9 U X3, respectivamente, defina di3 em X7 U X3
como sendo extensao das métricas de X; e X3 tal que

di3(z, z) = inf{dia(z,y) + das(y, 2) : 2 € Xp}, sex € X e z € Xs.

Depois de verificado que djz é métrica fica claro que ela implica que dg(X;, X3) <
dy (X1, X2) +dp(Xs, X3), nas respectivas métricas. Como dis e do3 s@o arbitrarias, segue
a desigualdade triangular da métrica de Gromov-Hausdorff.

Uma ferramenta que ajuda a medir dgy € o conceito de correspondéncias. Com ela
podemos provar, por exemplo, que a restricao a espacos métricos compactos faz de dggy
uma métrica nas classes de isometrias, dentre outros corolarios.

Definicao 3.2.1. Sejam X e Y conjuntos. Uma correspondéncia entre X e Y € um
subconjunto R C X x Y do produto cartesiano tal que RN ({z} x Y) # 0, para todo
reX eRN(X x{y}) #0, para todoy € Y. Se (x,y) € R dizemos que os pontos x ey
sao correspondentes.

Para correspondéncias entre espacos métricos associamos um valor que s6 depende da
variacao das distancias de pares correspondentes.

Definigao 3.2.2. Seja R uma correspondéncia entre os espagos métricos (X,dx) e
(Y,dy). A distor¢do de R € definida como

disR = sup{|dx (z,2') — dy(y,v)| : (z,9), (z',y) € R}.

Se existe uma correspondéncia R entre X e Y de distorgao disR = 0, entao os espagos
sao isométricos, basta considerar uma bijecao f : X — Y com grafico contido em R.
Portanto, a existéncia de uma correspondéncia com distor¢ao pequena significa que os
espacos em questao sao proximos como espacos métricos. O que deixa esta afirmacao
ainda mais clara sdo as seguintes técnicas: a primeira é, sabendo que dgy(X,Y) < r
conseguimos uma correspondéncia R entre X e Y com disR < 2r; a outra, a partir de
uma correspondéncia de distor¢ao 2r conseguimos uma métrica d na uniao disjunta X UY
que estende as métricas de cada um e tal que a distancia de Hausdorff entre X e Y nessa
uniao disjunta seja menor que r. Em outras palavras:

Teorema 7. Para quaisquer espagos métricos X eY, temos
don(X,Y) = ~inf disR
GH ) - § H}}i 1S1v,

onde o infimo é considerado sobre todas as correspondéncias R entre X e Y.

Demonstragao. Se dgy(X,Y) < r, seja d uma métrica na uniao disjunta XUY para a qual
a distancia de Hausdorff seja menor que r. Tome R = {(z,y) € X xY : d(z,y) < r}. De
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der(X,Y) < r concluimos que R é correspondéncia. Além disso, segue da desigualdade
triangular que disR < 2r. Por outro lado, se R ¢ uma correspondéncia com disR = 2r,
defina d em X UY como sendo d(z,y) = inf{dx(z,z) +r +dy(2',y) : (z,2') € R}, ou
seja, a menor métrica possivel com distancia r entre pontos correspondentes. Esta funcao
distancia satisfaz a desigualdade triangular pelo fato de que disR < 2r. E a distancia de
Hausdorff entre X e Y na uniao disjunta com a métrica d ser menor ou igual a r segue
de R ser uma correspondeéncia. O

Como primeira consequéncia dessa ferramenta, vejamos que se X, Y compactos entao
dar(X,Y) = 0 se, e somente se, X e Y s@o isométricos. Para isso usaremos um resultado
bésico sobre espagos métricos compactos.

Lema 3.2.1. Seja X espaco métrico compacto. Se f: X — X preserva distancias entao
f € sobrejetora.

Teorema 8. A distancia de Gromov-Hausdorff define uma métrica finita no espaco das
classes de isometria dos espacos métricos compactos.

Demonstragao. Sejam X e Y espagos métricos compactos com dgy(X,Y) = 0. Pelo
teorema 7, existe uma sequéncia de correspondéncias R,, entre X e Y com disR,, = ¢, —
0. Para cada n, sejam f,, : X — Y fungoes com grafico em R,,. Sendo assim, temos

|dx (2, 2") — dy (fu(2), fu(2))] < en,

para todos x,z’ € X. Além disso, segue que a imagem f,(X) é uma ¢,-rede em Y. Pela
compacidade de X, sabemos que existe subconjunto S C X enumeravel e denso. Usando
o procedimento diagonal de Cantor e a compacidade de Y, podemos supor, a menos de
passagem a subsequéncia, que existe f(z) € Y tal que f,(z) — f(z), para todo = € S.
Sendo assim, f preserva distancias em S. Agora, pela compacidade de Y, podemos
extender a funcao f : S — Y continuamente a f : X — Y. Essa continuidade implica
que f preserva distancias, ou seja, € um mergulho isométrico de X em Y. Analogamente,
conseguimos outro mergulho isométrico g : ¥ — X e, consequentemente, g o f é um
mergulho isométrico de X em X. A compacidade de X garante, por meio do lema 3.2.1,
que g o f é sobrejetor. Portanto, as fungoes f e g sao isometrias entre X e Y. [

Estamos interessados em convergéncias de espacos métricos na distancia Gromov-
Hausdorff, precisamente em propriedades passadas ao limite e critérios de convergéncia.

Defini¢ao 3.2.3. Considere {X,,} uma sequéncia de espag¢os métricos. Dizemos que X,
converge para um espa¢o X na métrica Gromov-Hausdor(f se lim dgy(X,, X) = 0. Nesse

caso, escrevemos X, o, X.
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3.3 Ciritério de Compacidade de Gromov

Motivagao: Sejam X, e X espacos métricos compactos. Se para todo € > 0 existem S,, C
X, e S C X, e-redes finitas de mesma cardinalidade para n suficientemente grande, com
Sn om S, entao X, 7 X (isto segue do raciocinio na prova do Teorema 8). Portanto, para
um critério de pré-compacidade devemos forgar a existéncia de e-redes de cardinalidades

controladas. Na verdade, na classe dos espacos métricos compactos, isto é suficiente.

Definicao 3.3.1. A classe de espagos métricos compactos X € uniformemente compacta
se ela tem duas propriedades:

(a) Os diametros dos espagos em X sao limitados por uma constante;

(b) Para todo € > 0 existe N = N(¢) tal que cada espago X € X possui uma e-rede com
cardinalidade no mdzimo n.

Observacao 3.3.1. A sequnda condi¢ao na definicao acima tem duas equivaléncias tteis:

e Para cada € > 0 existe N = N(e) tal que cada espago X € X pode ser coberto por
N bolas de raio €;

e Para cada € > 0 existe M = M(g) tal que em cada espago X € X existem no
mdaximo M bolas disjuntas de raio €.

Teorema 9. Toda classe uniformemente compacta X de espacos métricos compactos
possut sequéncia convergente na métrica Gromov-Hausdorff.

Demonstracao. Considere {X,} sequéncia em X e sejam D > 0 constante que limita os
diametros e N(¢) a cardinalidade das e-redes. Para cada n = 1,2,... considere S, =
{zin}2, C X, cujos N(1) primeiros termos formam uma l-rede, os préximos N(1/2)
formam uma (1/2)-rede, depois uma (1/3)-rede e assim sucessivamente. A menos de
passagem a subsequéncia, podemos supor que

{dn(%in,x;,)}n converge para todo par (i, 7).

Tome X = {z;}2°, um conjunto enumeravel e defina em X a funcao distancia d(z;, z;) =
limd, (2, z;n). Seja X o completamento do quociente de X pela funcao distancia d.
Para cada z; € X a sua classe em X é denotada por 7;. Afirmo que X,, converge para o
compacto X na métrica Gromov-Hausdorff. O espaco métrico X é completo e cada

gk — {Z;:1<i<N1A)+N1/2)+ ...+ N(1/k)}
é uma (1/k)-rede, o que verifica que X é compacto. Além disso, as (1/k)-redes
S — {2, :1<i<NQA)+N(1/2)+...+ N(1/k)}

convergem para S*). Portanto, X, X, como queriamos. ]

—
GH
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3.4 Convergéncia de Gromov-Hausdorff Centrada

Na secao anterior nos restringimos a espacos métricos compactos para que a distancia
introduzida fosse uma métrica. Aqui vamos resolver esse problema redefinindo a distancia
para espacos que nao sejam compactos. Nesse caso a distancia é considerada a partir de
um ponto fixo em cada espago, que pode ser pensado como uma origem. Nessa se¢ao,
representaremos um espac¢o métrico X por um par (X, z), onde x € X é a origem de X.

Definicao 3.4.1. Sejam (X,z) e (Y,y) espacos métricos. A distancia de Gromov-
Hausdorff entre estes espagos, denotada por dey((X, ), (Y,y)), € definida como o infimo
dos valores r > 0 para os quais existe uma métrica d na unidgo disjunta X UY que estende
as métricas de cada espaco e satisfazendo:

d(z,y) <r, Bi(y) C X(r) e Bi(z) C Y(r),

3=

onde Bi(x) € a bola centrada em x de raio 1/r e X(r) = Upex B, (2).

Essa definicao pode nao parecer muito conveniente, mas restricao ao caso dgy =
0 dispensa qualquer duvida. De fato, dois espacos métricos (X, z) e (Y,y) satisfazem
den((X,z),(Y,y)) = 0 se, e somente se, para todo € > 0 e R > 0 existir uma métrica d
na uniao disjunta X UY na qual, d(z,y) < € e Br(z) C Y(e) e Br(y) C X(¢).

Um espaco métrico X é préprio se cada bola fechada em X é compacta. Para esse
tipo de espaco temos um andalogo do critério de pré-compacidade feito para classes de
espagos métricos compactos.

Teorema 10 (Critério de Precompacidade). Seja (X,,, x,) sequéncia de espagos métricos
proprios. Se para cadar > 0 a familia { B, ()}, € uniformemente compacta, entdio eziste
uma subsequéncia (X, , Ty, ), que converge para um espago métrico proprio (Y,y).

Este resultados é uma consequéncia do teorema 9. De fato, aquele resultado garante
que as bolas B, (r) convergem em uma subsequéncia para um espago métrico compacto
B (r). Tomando r = r; maiores e passando a subsequéncias mais refinadas conseguimos
convergéncia B, (r;) 5 B(r;), em cada conjunto B(ry) C B(ry) C ... Sendo assim,
conseguimos convergéncia na métrica Gromov-Hausdorff de uma subsequéncia de (X, x,)
para um espago métrico préprio.

Considere (X, z,) o7 (Y,y). Entao, existe uma sequéncia de métricas d,, na uniao

disjunta X, UY, tal que para cada ¢ > 0 e r > 0, temos
dp(xn,y) <e, Be(z,) CY(e)e B.(y) C X(e),

para quase todo n, onde B,(z,) é a bola centrada em z,, e raio r em X,,. Fixadas essas
métricas passamos a ter uma convergéncia definida, denotada por

(X Tni dn) G (Yo y).
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Fixada a convergéncia definida, fazem sentido as nocgoes de convergéncia de sequéncias
x! € X, e de aplicagoes f, : X;, — X,,. Sejam 2/, € X, e ¢ € Y, definimos

/ / / /
x, — 1y se, e somente se, d,(z,,y") — 0.

E as aplicagoes f, : X,, — X,, convergem para f : Y — Y se para todo parr > 0ee > 0,
existe & = (r,¢) tal que para quase todo n temos

x e BT(JIH) C Xn, y' c BT(y) CYe dn(x/,y/) <d= dn(fn(x/)vf(y/)) <e

Um resultado nessa dire¢ao que é fundamental na demonstragao do Teorema de Gromov
¢é o seguinte lema.

Teorema 11 (Lema das Isometrias). Seja (X, z,;d,) = (Y, y) com Y préprio. Suponha
que fn, + X,y — X,, € uma sequéncia de isometrias tal que d,(zn, fo(z,)) < C, onde C
¢ uma constante. Entao existe subsequéncia f,, das aplicagoes que converge para uma
isometria f 1Y — Y.

O fato d,(xy, fn(x,)) < C é necessério para a prova funcionar, pois x, — y implica
que devemos ter f, (z,,) — f(y), se f,, converge a f:Y — Y, logo, os pontos f,, (T, )
devem ficar uniformemente préximos dos respectivos xy, .

Corolario 12. Se cada espago (X, x,) € homogéneo e converge na métrica Gromov-
Hausdorff, entao o limite (Y,y) também € homogéneo.

Demonstragao. Dado y' € Y, seja z! sequéncia em X, tal que limz! = y'. Para cada
n, pela homogeneidade de X,,, considere uma isometria f, : X,, — X,, com f,(z,) = 2/,.
Segue do Lema das Isometrias que as f,, convergem para uma isometria f : Y — Y. A
definigao de convergéncia de aplicagoes implica que f(y) =y’ O



Capitulo 4

Demonstracao do Teorema

4.1 Regularidade no Crescimento das Bolas

Sejam [' grupo finitamente gerado, d a métrica de palavras associada a um conjunto fixo
de geradores e 7 = cres(I'). O primeiro passo da demonstragao do Teorema de Gromov
diz respeito a regularidade do crescimento das bolas em I'.

Pela definicao do crescimento de I, temos log b(2¥) < C + k7 log 2, para k suficiente-
mente grande. Sendo assim,

log b(2%) — j(1 +1)1log2 < C + (1(k — j) — 7) log 2.

Dado ¢ > 0, aplicamos novamente a definicao do crescimento de I' para inferir que
b(2F7) > e20200=)(k=0)  para k — j grande. Sendo assim, se escolhemos ¢ adequado,
obtemos

log b(2¥9) > 2C + (1 — &) (k — j)log2 > C + (1(k — j) — 7) log 2.

Portanto, as duas desigualdades obtidas fornecem uma sequéncia {22} = {r,}°°, com
lim k,, = oo satisfazendo

logb(2777,) > logb(r,) — j(T 4+ 1)log2, para j=1,...,n.
Afirmo que esta sequéncia também cumpre
log b(27r,,) < logb(r,) + 16" (7 + 1), paraj=1,...,n.

Essas desigualdades sao chamadas relagoes de regularidade de I'. Para checar a segunda,
provaremos o seguinte lema:

Lema 4.1.1. Seja I' grupo finitamente gerado munido da métrica de palavras d associada
a um congunto fixo de geradores. Se b(r) denota a cardinalidade da bola B(r) de raio r

em I', entao
log b(27r) < 167 (log b(r) — logb(£>> + logb<£>_
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Demonstracao. Seja {a,...,a;} conjunto maximal (2r + 1)-separado em B(3r). As
bolas centradas em «; de raio r, B,(a;) sdo disjuntas e estao contidas em B(4r), logo,
existem no maximo b(4r)/b(r) delas. As bolas Bs,(«;) cobrem B(3r) e, pelas propriedades
de conectividade de T', as k bolas By, (c;) cobrem B(5r). Com isto, fica provado que
b(5r) < k- b(4r) e podemos concluir que

(b(4r))*
b(r)
Para o fim dessa demonstracao, denotamos [(r) = logb(r). Na nova notacao, a relagao

acima se escreve como [(5r) < 2{(4r) —I(r). Quando r é multiplo de 4, podemos aplici-la
para 5r/4, obtendo

b(5r) <

1(6r) < 1(5 - %) < 2U(5r) — U(r) < 41(4r) — 31(r).

E dai, com esta tltima para 6r/4 obtemos

1(8r) < l<6 : %) < 45(%) - 3z<%> < 161(4r) — 151(r).

Quando r é multiplo de 16, a equagao acima fornece

1(2r) = I(8 - %) < 161(r) — 151(%) ~ 16 (l(r) - z(%)) + l(%).

Aplicando esta desigualdade j vezes obtemos a desigualdade desejada. O]

A desigualdade fornecida pelo lema juntamente com a primeira relacao de regularidade
restrita a j = 2, para cada n, fornecem

log b(2r,) < 167" (7 +1) + logb(i), para j=1,...,n.

O que prova a segunda desigualdade.

4.2 Construgao do Espaco (Y,y) de Gromov

Seja 7, a sequéncia obtida na secao anterior, que cumpre as relacoes de regularidade.
Para cada n consideramos o espago métrico I',, = I com uma nova métrica r,, 'd. Nessa
secao, consideramos os espacos métricos I',, centrados em e, = e, o elemento neutro do
grupo I'. Veremos que a menos de passagem a subsequéncia, podemos supor que

(Tnsen) au (Yoy),
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onde (Y, y) é um espago métrico préprio e homogéneo, além de outras boas propriedades.

Para tanto, vejamos que as familias das r bolas de I',, sao uniformemente compactas
para todo r > 0. Dado € > 0, sejam A subconjunto 2e-separado da bola B,(e,) C ', e
b(r) como na segao anterior. Sendo assim, as bolas centradas nos pontos de A de raio ¢
medido na métrica d,, sdo disjuntas e estao contidas em B, .(e,), logo

b(rn(r +¢))
RN

Para concluir é suficiente verificar que para todo r > 0 existe constante C,. > 0 tal que
< C,, paratodon=1,2,...

Para tanto, estudaremos o seguinte conjunto associado
{{log b(r,,(r + €)) — log b(ry,)] + [log b(ry,) — logb(re)] :n =1,2,...}.

Fixados r > 0ee >0, tome k € Ntal que r +¢ < 28 e e > 27%. Se n > k, as relacoes
de regularidade do crescimento das bolas de I' implicam

log b(ry(r 4 €)) — log b(ry) < logb(2"r,) —logb(r,) < 1651 (1 +1)

log b(ry,) — log b(r,e) < logb(ry,) — logb(27"r,) < k(7 +1)log 2,

onde 7 é o crescimento de I". Como ha finitos n < k e cada espaco I',, é proprio, isto
conclui o argumento. Pelo Critério de Pré-compacidade de Gromov e pelo corolario do
Lema de Isometria, fica provado o seguinte teorema:

Teorema 13. Seja I' grupo finitamente gerado de crescimento polinomial munido da
métrica das palavras d. Entao existe uma sequéncia r,, — 00 com a sequinte propriedade.
Os espagos métricos T, = (T, e,), com a métrica d, = r;'d, convergem na métrica
Gromov-Hausdorff para um espagco métrico proprio e homogéneo (Y,y).

O espaco limite Y tem outras duas propriedades que sao importantes na prova, ele
tem dimensao finita e quaisquer dois pontos dele podem ser ligados por caminhos que
aproximam a distancia entre eles.

Definicao 4.2.1. Dizemos que um espaco métrico M tem dimensao finita se existe um
[ > 0 tal que o conteido de dimensao | de qualquer compacto de M € nulo, ou seja, para
qualquer compacto K C M

inf { Zri . existe uma cobertura de K por bolas B; de raio r; > O} =0.
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Seja k a quantidade méxima de bolas disjuntas de raio 2777, que podem existir em
uma bola de raio r, de T, com j < n. E claro que k- b(277r,,) < b(r,). Pela primeira
relacao de regularidade, temos

b(ry) < 20Dp(277r,).

Sendo assim, k < 2071 o que mostra que podemos cobrir uma bola de raio 7,,/2 em I'
com 2771 bolas de raio 2771, com j < n. Passando para a linguagem dos espacos
I, fica provado que a bola de raio 1/2 em T, pode ser coberta por 2/*1 bolas de
raio 27971, para cada j < n. Esta propriedade passa ao espaco Y pela convergéncia na
métrica Gromov-Hausdorff, logo, podemos cobrir uma bola em Y de raio 1/2 com 2771
bolas de raio 277+, para qualquer j = 1,2,.... Portanto, Y tem dimensao finita.

Seja 0 a métrica do espaco Y. Para cada n € N, fixe uma métrica d,, na uniao disjunta
I, UY que realiza a convergéncia definida (I',,, e,;6,) 55 (Y,y). Uma boa propriedade
da convergéncia de Gromov-Hausdorff é que o limite herda as propriedades que podem
ser expressas por conjuntos finitos. Sejam a e § € Y e sequéncias z,,y, € [', tais que
limz, = aelimy, = (. Para cada n, pela conectividade de I, existe z,, € I',, satisfazendo

1 1 1
dn(xna zn) S dn<xn7 yn) + T'_ € dn(znayn) S §dn(xnayn> + —.

n Tn

N —

Dado € > 0, se n é suficientemente grande, os pontos z, ficam na bola de centro « e raio
%[(5 (o, B) +¢] da unido disjunta I',, UY', pois a desigualdade triangular com a propriedade
dos z,, fornecem

3 1 1 1
571(@7 Zn) S 5571(047 xn) + 56(05’ /6) + §5n(ﬁa yn) + —.

n
Sendo assim, a menos de passagem a subsequéncia, podemos supor que z, converge a um
ponto w € Y na bola centrada em « de raio %5(04, B) 4+ e. Além disso, w também estd na
bola de Y centrada em (8 com mesmo raio. Com isto, fica provada a seguinte proposicao:

Proposicao 1. Seja (Y,y) o espago métrico de Gromov. Dados o, €Y e e > 0, existe
w €Y tal que

S(e,w) S 0@, B)+e e 0(Bw) < 6(af) +e.

Todo espago métrico completo com esta propriedade admite caminhos que aproximam
a distancia entre quaisquer dois de seus pontos, em particular sao conexos e localmente
conexos. A idéia da contrucao desses caminhos é a seguinte: dados «, (3 € Y, defina
v :[0,1] — Y comegando por v(0) = a e y(1) = 5. Depois tome (1/2) nas bolas de raio
$0(c, B)+5 centradas em a e em 3. Para y(1/4) procedemos do mesmo modo com ~(1/2)
no lugar de 3 e § em vez de 5. Analogamente para 7(3/4). Desde modo definimos  nos
pontos da forma k/2* e extendemos por continuidade para obter o caminho desejado.
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4.3 Isometrias de Y

O Lema das Isometrias é uma forte ferramenta para construir isometrias de Y, pois este
espaco foi obtido como um limite na métrica Gromov-Hausdorff. J4 sabemos que Y tem
dimensao finita, é préprio, homogéneo, conexo e localmente conexo, logo, pelo Teorema
de Montgomery-Zippin, o grupo das isometrias de Y é um grupo de Lie L com finitas
componentes conexas. A fim de usar o Lema Algébrico invocamos, vamos usar o Lema
das Isometrias para construir homomorfismos de subgrupos de I' em L.

Lema 4.3.1. Sejam v, € T tais que a sequéncia {r;'|y.|} € limitada. Para cada n,
considere v, : I'y — Ty, definida como v,(«) = v, Entdo, existe uma isometria | € L
que € limite de uma subsequéncia v,,. Em particular, quando v, = 7 denotamos esta
isometria obtida por L.

Para aplicar o corolario do Lema Algébrico precisamos mostrar que todo IV < T’
finitamente gerado e infinito possui um subgrupo A de indice finito em I que admite
homomorfismos com imagens arbitrariamente grandes para £, ou que seja abeliano. Pelo
lema 4.3.1, sempre podemos construir o homomorfismo I — £ que associa a cada v € I
a isometria correspondente [,. Se a imagem desse homomorfismo ¢ infinita ou, equivalen-
temente, seu nicleo, I'”, tem indice infinito, j& estamos nas hipéteses do Lema Algébrico.
Resta analisar o caso em que o indice de I' em I"” é finito, para tanto, vamos entender
melhor esse nicleo no caso em que (I'') < co.

O grupo I é finitamente gerado e o indice de IV em I'” é finito, logo, I'” também é
finitamente gerado, seja I' = (y1,...,7). Observe que v € I'” se, e somente se, [, é a
identidade de Y, o que equivale a

d(VTp, Ty :
lim M = lim d,(yx,,x,) =0,

n—oo Tn n—oo

para toda sequéncia convergente z,, € I',,. Escolha a,, € T tal que |a,| < r, e
d(you, an) = Sup d(v8, B),

onde ( varia sobre todo os pontos da bola raio 7, centrada na origem de I'. Isso motiva
as seguintes defini¢oes

Definicao 4.3.1. Seja G um grupo finitamente gerado munido da métrica das palavra d.
Para cada r > 0, definimos

D(y,r) = sup d(vf, 8),

BEB;
onde B, € G ¢ a bola de centro na identidade de G e raio r. Sejam v1,...,v% € G e
G' = {(m,...,7%) < G o subgrupo gerado por esses elementos. Denotamos:

D(G',r) = sup D(v;,7).
k

1<5<



28 Seminario de Pesquisa

Com esta notagao, o nicleo do homomorfismo I — L é formado pelos pontos v € T
que satisfazem limr ' D(v,r,) = 0, em particular, isso vale para os geradores ~; de I'.
Portanto,

lim r, 'D(I”,r,) = 0. (4.1)

n—oo

A prova agora se divide em dois casos, cobertos pelas duas afirmacoes a seguir.
Afirmacao 4.3.1. Se {D(I",r,)}>2, € limitado o centro de I'"" tem indice finito.

Demonstragao. Suponha que cada letra v; de I' tem essa variagdo D(v;,r) limitada em
r, isso significa que existe uma constante C' > 0 tal que |8~ 1v;0] < C, para todo 8 € I’
el < j < k. Sendo assim, cada v; tem finitos conjugados em I', em particular, finitos
conjugados em I". Por outro lado, as classes laterais a direita do centro de ~; em I'”
estdo em bijecao com os conjugados desse elemento, logo, Z(v;), o centro de 7; em I'”,
tem indice finito em I'. Isto pode ser visto pela correspondéncia 57,3 < Z(v;)5.
Analogamente,

(Z(v)N...NZ(vi): Z(m)N...NZ(vi41)) < oo, para l <i <k — 1.

Portanto, (I : Z(y1)N...NZ(y)) < oo, 0 que conclui o argumento, pois o centro de I'”
¢é exatamente Z(v1) N...N Z(y). Nesse caso, A é essa intersecao. O

Afirmagao 4.3.2. Supondo que o conjunto mencionado na afirmac¢ao acima €é ilimi-
tado consequimos construir novos homomorfismos de I'" em L, cujas imagens possuem
elementos de ordem arbitrariamente grande em L.

Demonstracao. Usamos o Lema de localizacao, 1.3.2, para verificar que os homomorfismos
que construiremos tém elementos de ordem alta na imagem. Comecamos vendo que a
condigao 4.1 implica que para cada ¢ > 0 dado, existe uma sequéncia a,, = a,(¢) € T,
tal que

lim 7, 'D(a;, ' Ty, 1) = €. (4.2)

n—oo

De fato, para todo a € I', f € B, e 1 < j <k, temos

87 (a7 ya8)] = |(aB) " vy (aB)] < DI, r) +2|al,

pois, pela conectividade, o produto af pode ser reescrito como xy, com = € B, e
ly| < |al. Isto mostra que D(a 'T"a,r) < D(I,r) + 2|a|. Analogamente, D(I”,r) <
D(a 'T"a,r) + 2|a|. Em particular, |D(a™'T"a,r) — DI, r)| < 2, se |a] = 1. Como
DT, r,) é ilimitada em n, para cada n, existe u, € I' tal que D(u, T i, 1) > erp.
Além disso, sabemos que D(I',r,) < er,, para n grande. Sejam p, = A;...)\;, com
IANjl=1,e8;, =X...\;,paral < j <[ e[ =e aidentidade de I'. Com isto, o que
temos pode ser escrito como

Q(ﬁ()_ll—wﬁ()a rn) <er, < 'D(ﬁl_lrﬂﬁla rn) € |D(5]‘_1F”ﬁj7rn) - D(ﬁj_ﬁlrﬂﬁj—‘rhrn” S 27
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Logo, |D(B; T s, ;) — er;] < 2 para algum s. Tome «,, como sendo este 3, obtido. E
claro que esta sequéncia satisfaz o limite em 4.2.

Para cada j = 1,...,k en € N, seja y;, : I, — I', a multiplicagao a esquerda por
o, yjan,. Pela condigao 4.2, d,(vjn(en), en) = ryt oy, yjam| < 2e, para quase todo n.
Pelo Lema das Isometrias, existe [; € £ obtido como limite de uma subsequéncia de ;y,,
e, com isso, obtemos um novo homomorfismo A(e) : I'Y — L. Suponha, sem perda de
generalidade, que

: —1 —1
lim r, " D(a, v, 1) = €,

n—oo

que pode ser reescrito como

lim( sup dn(aglvlanx,m)) = €.

N0 \ ze€Bi(en)

Por outro lado, pela convergéencia vy, — [y, temos

lim sSup dn(a;171anxux): sup 5(l1(U),u>,
N0 e B (en) u€B1(y)

onde § é a métrica de Y. Portanto, para todo ¢ > 0, existe um homomorfismo I'” — L
com um elemento [; na imagem que satisfaz:

d(ly(u),u) < e, para todo u € By(y).

Esses elementos [; € L tém ordens arbitrariamente grandes pelo lema de localizagao,
1.3.2, o que encerra a prova do Teorema de Gromov. O
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