1 O que é um produto-estrela?

Seja M uma variedade diferencidvel. Uma aplicagao R-bilinear
{}: C% (M) x C= (M) — C% (M)

satisfazendo

(1) {f,9}=-{9,f} (antissimetria)
(2) {f.gh}y={f,gfh+{f,h}g (regra de Leibniz)
3) {{f,g},h}+{{g,h},f}+{{h,f},9} =0 (identidade de Jacobi)

para quaisquer fungoes f, g, h € C*° (M) é dita um produto (ou colchete, ou
estrutura) de Poisson sobre M.
Munida de tal estrutura, M é dita uma variedade de Poisson.

Uma estrutura de Poisson em M ¢é determinada por um 2-tensor contravari-
ante antissimétrico P € I’ (M L A2TM ) pondo-se

{f.g} =P (df.dg).

Localmente (ou seja, dada um sistema de coordenadas locais ¢ = (x o ,x”) :

UcC M — R"), temos
0 0
P=PY—QR —
OxH ® Oz’
onde
PH = —pvH,
A expressao local do colchete de Poisson fica entao

9f 99
Ozt Oxv’

{f,g} =P

[bem entendido, 2L () significa 9, (foe™) (¢ ()]

) QxH
Identificando matrizes 1 X 1 com escalares, podemos ainda escrever

() = [Ef/} ) |55
oh

onde [W] é a fungao-vetor-coluna das derivadas parciais da funcao h e o til

responde pela transposi¢ao de matrizes.
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Exemplo 1 Escreva © = (q s, e, ,pn) para rotular as coordenadas

de R?™,
A estrutura de Poisson candnica de R?™ é dada por

N~ [(0f 99 0g Of
(003 (e~ 50k oo )



ou, equivalentemente, N

onde Jh (z) € Mg (1 x n) é a matriz jacobiana da fun¢io h no ponto x € R*",

e
J — (O)'ILXTL I[TLX'I'L
_]Inxn @nxn 2n><2n.
Um tipo particular de estrutura de Poisson é aquele que advém de uma estru-
tura simplética em M, i.e., uma 2-forma fechada e nao- degenerada globalmente

definida em M.
Localmente, podemos escrever

1
w = iw,“,dx“ A dz?,

com
Wy = —Wyp.
Uma 2-forma w nao-degenerada equipa M com um isomorfismo entre os
fibrados tangente e cotangente da variedade M, dado por

Q. TM — T M
(va) = Qx = (wi(x) (Xv )) .

Restrito a fibras sobre z € M, Q(x) : T,M — T} M ¢é um isomorfismo linear,
cuja matriz com relagio as bases {52:|,},{dz"|,} associadas a um mesmo
sistema de coordenadas em torno de x € M é dada por

[2 ()] = [wij ()], -

Denotaremos as entradas de sua matriz inversa por w" (z), com indices subre-
scritos, donde as férmulas
Wy, = o

Av v
wuaw™ =4,

Nao é dificil ver que os coeficientes w*” se comportam, sob mudangas de coor-
denadas, como componentes de um 2-tensor contravariante antissimétrico.
Isso nos permite definir um colchete antissimétrico em M pela férmula local

af 09g
v
{fag}_w axﬂamy'

Esse colchete claramente satisfaz a condi¢do (2). Sendo a forma w fechada,
garantimos a satisfagao da identidade de Jacobi. Com efeito, a condi¢ao dw = 0
se escreve localmente como

Owpy | Owry n Owyn

oz oxY T 0-



Se (M,w) é uma variedade simplética, entdo M tem dimensao par, igual ao
posto de [w;;], ou [w'].

Dada uma variedade de Poisson (M, P) de dimensao par, a maximalidade do
posto de [Pij ] é condigao necessdria e suficiente para que seja P uma estrutura
de Poisson simplética (i.e., obtida a partir de uma estrutura simplética nos
termos da discussao anterior).
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Exemplo 2 A estrutura canénica J de R*™ é claramente simplética.

Exemplo 3 Seja M uma variedade diferencidvel qualquer. Seu fibrado cotan-
gente T*M admite uma estrtura simplética candénica, dada em coordenadas lo-

cais (qla"' 7qnap17"’ )pn) por
w=dg" Ndp, = d(¢"dp,) .

Dat se pode obter uma estrutura de Poisson (simplética) para o fibrado cotan-
gente de qualquer variedade diferencidvel.

Uma tltima adverténcia antes de prosseguirmos. O isomorfismo de fibrados
associados Q : TM — T*M descrito acima induz um C*° (M) —isomorfismo dos
respectivos C™ (M) —médulos de segdes, X (M) =T (TM) e Q (M) =T (T*M),

i
(M) = QM) .
b

Localmente, dados X = X#-%. € X (U) e a = a,dz" € Q(U), temos

Oxh

X" = w,, XVda" € Q(U)

0
v
of =way o eXx(U).
Isso sugere escrevermos X, = w,, X" (componente de uma 1-forma) e a* =
wh¥q,, (componente de um campo vetorial). Estendendo esta convengdo nota-

cional de maneira razodvel, dado uma componente T.:"./'* de um (k,m)-tensor

TeXx (U)®k ®Q (U)®m, escreveremos doravante

TR TR JTIREE T
0o, o w,u,i)\Tlllwvym
e
i BV v prpbhy e M
TVl"'l/’;‘“Vm =w’ TVl"'P"'V»m'

Estamos agora em condigoes de responder & pergunta-titulo desta secao.

Seja (M, {-,-}) uma variedade de Poisson.

Estendamos C*° (M) de maneira a incluir func¢oes suaves a valores com-
plexos.



C*> (M) é uma C—4lgebra segundo duas estruturas multiplicativas: uma 4l-
gebra comutativa e associativa, segundo o produto pontual de fungées (fg) () =
f(z) g (z); e uma dlgebra anticomutativa e nao-associativa, segundo o colchete
de Poisson.

Nessas condigbes, enunciemos a seguinte

Defini¢ao 4 Seja O < C* (M) uma C—subdlgebra (fechada em relagdo a - e

{1

Um produto-estrela x em M é uma aplicacdo

o O[]l xofn] — O[]
(f(m),gm) = f(R)xg(h)

satisfazendo
) fF(W)*x1=1xf(h)=f(h) (1 ¢ a unidade segundo x)
(1) 7 () (g () xh(B) = (F (B)x g (W) * h () (associatividade)
(2) f,9€0 = frg=3"0Dk(f,9) ", onde

(2.1) Do(f,9) = fg (x deforma o produto pontual -)
(2.2) Dy (f,9) — D1(g,f) = i{f,g} (x deforma o colchete de Poisson
i.e.

[f.9l. = fxg—gxf=ih{f g} +0O (1) 1)
(2.3) Dy é um operador bidiferencial  (localidade)

Jou seja: Dy (f,g) é um polinémio nas derivadas de f e g (de ordem zero
inclusive)]

* € dito um produto-estrela hermiteano se satisfizer

(3) f(h)*xg(h)=g((h)* [ (h) (involutividade com relagdo o conjugagdo
complexa dos termos da série)

A associatividade (1) é meramente formal (verificada ordem por ordem nas
séries correspondentes), e equivale & condigdo seguinte:

k k
ZDJ vak i 97 ZD] Dk ] fa )7 ),
j=0 j=0

para todos kK € N, f,g,h € O.
A involutividade (3) equivale a

Dy, (fvg) = Dy (?a?)a



para todos k € N, f,g € O.

No que segue, jamais examinaremos as séries formais em O [[%]] sob o prisma
da Anslise. Ou seja, questoes concernentes & convergéncia ou divergéncia dessas
séries nao nos preocuparao nestas notas. Lidamos com objetos deliberadamente
formais.

2 O que queremos provar?

Toda estrutura de Poisson simplética admite um produto-estrela que a de-
forme (juntamente com o produto comutativo pontual de fungées, nos termos
da defini¢do anterior).

A questao da existéncia de tal deformagdo (por vezes nos referiremos ao
produto-estrela como uma deformagao formal das estruturas de dlgebra suprac-
itadas) foi levantada ja no trabalho seminal de Bayen, Flato, Fronsdal, Lich-
nerovicz & Sternheimer, Deformation Theory and Quantization, publicado nos
Annals of Physics em 1978, e satisfatoriamente respondida (positivamente) por
de Wilde & Lecomte em Ezxistence of star-products and of formal deformations
in Poisson Lie algebra of arbitrary symplectic manifold, publicado nas Letters
of Mathematical Physics em 1983.

Seguiremos a prova construtiva proposta independentemente por Boris V.
Fedosov em A simple geometrical construction of deformation quantization, pub-
licada pelo Journal of Differential Geometry em 1994.

Esta baseia-se na escolha prévia de uma conexao simplética na variedade
M, o que dd um forte cardter geométrico a construgao do produto-estrela de
Fedosov.

3 Por que produtos-estrela sao interessantes?

A descoberta, em fins do século XIX, de que o espectro de emissdo de uma
cavidade (um modelo de corpo negro) estava em desacordo com a previsao clds-
sica (de Rayleigh-Jeans, baseada na mecéanica Newtoniana via estatistica de
Maxwell-Boltzmann) levaria, em pouco mais de 30 anos, a uma revisdo episte-
moldgica profunda e sem precedentes na histéria das ciéncias naturais: estamos
falando da Mecénica Quéntica, cujo arcabougo cinemdtico difere fundamental-
mente daquele da mecénica cldssica, assentado por Galileo no século XVII e
essencialmente inalterado desde entao.

Um quadro comparativo das estruturas cinemética e dindmica das mecénicas
cldssica e quantica pode ser apreciado abaixo. Ele nos ajudaréd a responder a
pergunta-titulo desta segao.
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Dado um produto-estrela x em nosso espaco de fase cldassico T*M e fixada
uma fungdo hamiltoniana H € C (T* M), escreva o andlogo formal & equagao
de Heisenberg

fm gl Hl, =~ (FxH—Hx]).

Usando a propriedade (1) de %, temos
f={fH}+On).

Grosso modo, a versao quantica de um sistema mecénico cldssico pode ser
implementada (processo a que os fisicos denominam quantiza¢do) em termos de
uma deformagcao formal da algebra dos observiveis cldssicos, determinada por
um produto-estrela.

O célculo acima mostra que a dindmica cldssica é recuperada como limite
formal dessa versao quantica quando o parametro de deformagao & tende a zero.

Fisicamente, isso corresponderia & situagao macroscépica, i.e., quando as
agoes (grandezas fisicas com dimensdo de energia vezes tempo) obtidas a partir
dos parametros do sistema (ou por outra, as agoes "tipicas"desse sistema, num
certo sentido) sdo muito grandes em comparagdo com a a¢do quantica funda-
mental dada pela constante de Planck h, a ponto mesmo de podermos desprezar
esta tultima nos cdlculos. Nessas circustancias, espera-se que o comportamento
desse sistema seja predominantemente cldssico.

Outras teorias fisicas tém espagos de fase mais gerais que fibrados cotan-
gentes. Podemos, por exemplo, conceber teorias cujo ambiente natural seja
uma variedade simplética (localmente simplectomorfa a R?*" ~ T*R" via Teo-
rema de Darboux, mas globalmente mais geral). Os produtos-estrela podem
significar uma prescricao matematicamente coerente para a quantizagao desses
sistemas cldssicos mais gerais, e podem quigd indicar o caminho para uma teoria
unificada e matematicamente satisfatéria do conceito de quantizagao.

Uma iltima palavra sobre a fisica dos produtos-estrela, antes de prosseguirmos.
Embora bastante satisfatorias do ponto de vista matemético, tais construgoes
nao se referem a processos fisicos atuais. Com efeito, a fisica fundamental é
aquela dos sistemas quanticos, sendo a mecanica cldssica como que a aparén-
cia sensorial (nossos sentidos s@o cldssicos; meditando mais detidamente neste
ponto, concluiremos talvez que é a estrutura mesma dos nossos sentidos que de-
termina o que chamarfamos o "cardter cldssico"do mundo) dos sistemas macroscopi-
cos. Ou por outra: obter o andlogo quantico de um sistema cldssico - ao que
chamamos "quantizar"este ultimo - é essencialmente inatural. Entretanto, esse
processo é uma fonte prolifica de exemplos (e.g., o oscilador harmoénico simples
quantico que serve de base para a teoria quantica de campos escalares livres)
tendo interesse tedrico préprio.

O processo ingénuo de quantizagdo (quantizagio canodnica) fornecerd o cam-
inho para os primeiros produtos-estrela, ambientados em R?”. Um deles, o
produto de Weyl-Moyal, fornecerd a base para a construcao de Fedosov.



4 Primeiros produtos-estrela

Denotemos por x = (ql, e q" P, ,pn) as coordenadas dos pontos de R?",
onde consideramos a estrutura de Poisson canédnica {-,-} dada pelo exemplo 1.

Como espago de fase quantico usaremos H = C§° (R™) € L? (R",dq" - - - dq™)
o conjunto das fungdes suaves de suporte compacto (nas n varidveis espaciais),

que chamaremos fungoes de onda.

A quantizagdo canonica em Fisica corresponde & atribuicdo de um novo
significado as fungoes constituintes da dlgebra de observaveis cldssicos O <
Cc> (RQ”): elas sao substituidas por operadores diferenciais autoadjuntos at-
uando no espago das fungoes de onda H, a comegar pelas fungdes mais simples

de todas: as funcoes coordenadas espaciais ¢!, - - ,¢" e de momento py, - - -

segundo a seguinte prescri¢ao:

¢ € C™(R™) — Qe L(H),

onde _ _
Qv (¢,p) = a’¥ (q,p)
e
p; €C™ (R™") — Pj € L(H),
onde o
Pt (q,p) = —ihg (¢,p).
Essa prescricéo é concebida de modo a que os operadores @', --- ,Q™, Py, - - -

L (H) satisfacam as seguintes relagdes de comutagio candnicas

Q7, P,] = ihd’idy
k

[ijQk] = [P_]vpk] = 07‘[7

andlogas formais das correspondentes classicas

{d,pr} =07,

{d.¢"} = {pj,pe} =0,
onde j, k€T, ={1,--- ,n}.

’pn’

P, €

O unidade imagindria 7 aparece na defini¢do dos operadores de momento para
assegurar que estes sejam autoadjuntos, o que se verifica com uma integragao

por partes.

Tomaremos por dlgebra de observaveis cldssicos O a C—subalgebra de C* (M)
gerada pelas fungoes coordenadas (é assim que os fisicos procedem, tacitamente,

embora), a saber

0= <q1a"' 7qn7p17"' ’p”>(C ~C [qla"' 7qnap17"' ,pn] .



O programa para a construcao de um produto-estrela em R2" & o seguinte:
obtemos uma representagao

p: 0 — L(H)

da C—algebra O em termos de operadores diferenciais sobre as fungoes de onda,
e entdo usamos a dlgebra de operadores em £ (H) para induzir uma nova estru-
tura de C—élgebra em O (ou por outra, fazemos o pull-back da composi¢ao de
operadores via p). Nosso produto-estrela serd definido entdo por

frg=p"(p(f)op(g)).

Um problema que se apresenta de pronto é a questao da ordenacao dos
operadores: que valor atribuir & imagem do monémio (ql) 2 p1 pela representagao
p, por exemplo? H4 trés candidatos distintos bem naturais: Q'Q'P;, Q' P, Q!
e PQ'Q".

Ora, a escolha da representacao corresponde entao a escolha da ordenacao,
e hé tantas representacoes possiveis quanto ordenagoes. Isso ja sugere que o
produto-estrela obtido para uma variedade simplética estd longe de ser tinico.
Embora ndo nos preocupemos com essa questao nestas notas, é possivel definir
uma nogao de equivaléncia para produtos-estrela. Ainda assim, é possivel
mostrar que em geral pode haver dois produtos-estrelas nao-equivalentes numa
mesma variedade de Poisson. De fato, as classes de equivaléncia de produtos-
estrela sobre M sdo parametrizadas por H2 (M) (cohomologia de de Rham de
grau 2 de M). Resta a questao de determinar qual dentre os possiveis produtos-
estrela é fisicamente mais razodvel. Essa questao é decidida em geral pela con-
sideracao das simetrias cldssicas do problema, caso a caso. No presente caso,
em que nossa variedade de Poisson é R?”?, h4 apenas uma classe de equivaléncia.

4.1 Ordenagao padrao

A ordenacdo padrao consiste em escrever sempre os operadores de momento
a direita dos operadores de posicdo. E claramente a ordenacio mais simples
dentre as possiveis.

Assim,

(?) leo~-~ijToPk1o~-~oP;cs

AN . 0°
— _ Jv...qdr
(Z) q T ok - gk

Estendendo C—linearmente esta definigao, obtemos o monomorfimo de C—élgebras

pst : O:C[ql, ,qn7p17"' apn] ;)szfop(H) <‘C(H)

Pst (qjla" : 7qu7pk1a" : 7Pk5)

dado por




Note que a soma acima é, na verdade, finita.

A forma explicita da representacao p,, (obtida acima a partir da série de
Taylor de f com relacao as coordendas de momento) sugere que estendamos O
a Pol® (T*R"™) ~ C* (R") @ C[p1,- -+ ,pn], i.e., & dlgebra das fungoes suaves
de R?" com dependéncia polinomial nas coordenadas de momento. Definindo
por Dif fOp (H) exatamente a imagem por p,, de Pol® (T*R™), ou seja os op-
eradores diferenciais com coeficientes suaves que atuam sobre funcées de onda,
temos uma bijegao

pu : Pol* (T"R™) = Dif fOp (C5° (R™)).

Observagao 5 note que Pol® (T*R") ~ V*T*R" ~ C* (R") @ C[p1,--* ,Pn]
como C-dlgebras Z-graduadas.
Por V, denotamos o produto simétrico de 1-formas, dado por

Oél\/\/ak: Z ao‘(l)®"'®aa(k)'
o€Sk

O produto-estrela padrao x4 definido por

Frseg=p5 (pst (F) 0 pst (9))

e dado explicitamente por (a conta é facil)

o0

1 /h\" ok f kg
*g = — | =
f tg kZ:O k! <’L > 81)“1 e apﬂk 8qll,l . aq“k

nao é hermiteano. Com efeito, calcula-se o operador adjunto a pg, (f) no espago
H = C§° (R™) por integracoes parciais sucessivas, obtenso-se, para ¢, ¢ € H,

<77Z1a Pst (f) ¢> = <pst (N2?) wv ¢> )

onde
, > 1 /h\*
— eziA — il
N=e"=> & (21) Qo o8

k=0 k fatores
com 52

A= ——.

0q+0p,
Ou seja, _
P (F)'= st (N?F). 2)

Do ponto de vista fisico, nao ser hermiteano é um defeito para um produto-
estrela, uma vez que desejamos que valha

pat ()T = pa (f)

para toda fungao f a valores reais, ji que os operadores quanticos devem ser au-
toadjuntos (vide se¢@o anterior). A forma obtida para pg, (f )! sugere o caminho
para o conserto: podemos usar IN para obter um produto-estrela hermiteano.
Note que
N : Pol® (T*R") — Pol® (T*R")

¢ um C—isomorfismo linear.
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4.2 Ordenacgao de Weyl

Defina py = pg o N.
Temos entao

pw (£ = p (NHT (por definigao)
= pu (N?Nf) (por (2))
= Pst (NQN 1 )
= Pst (Nf)

— pw(f) (por definigio),

como queriamos.
Induzindo um produto %y em Pol® (T*R™) por meio da representagio de
Weyl py, temos

frwg = pw (ow (f) o pw (9))
N7 (por (NF) 0 pyy (Ng))  (por definigao de pyy)
“L(Nfxs Ng) (por definicao de *g; ),

donde
N (f*w g)=Nfxs Ny, (3)
i.e., N é um isomorfismo entre as C—dlgebras (Pol® (T*R™) , x5 ) e (Pol® (T*R™),
Podemos usar (3) para calcular a expressao explicita de xy,. Os célculos
envolvidos sao diretos, mas muito longos. A titulo de ilustracio, exibimos abaixo
a expressdo no caso n = 1, com z = (g, p) € R2.

1 (h\' <A [k vy OFf g
o= 5 (m) Z(J) R er e R R

Jj=0

Pode-se mostrar que a ordenagao determinada pela representacao de Weyl é
a simetrizagao total de monomios, i.e.,

; : n\° 1
pw (@5 @ Pk pr) = () - > Q7 Wor 0@ MoP,(1y0: - 0Py,

1
oES,
TES,

Por exemplo, py (¢°p) = & (Q*P + QPQ + PQ?) = —iﬁqZO% — ihg.

4.3 O produto-estrela de Weyl-Moyal

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita, munido de uma estrutura de
Poisson dada, segundo uma base (e1,- - ,e,) por

P=P'e,®e,,

11
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com
P = —P"" ¢ R fixos.

Seja O = C [z',--+ ,2"] < C* (V;R) [aqui vemos V como variedade difer-
encidvel com atlas composto de uma tnica carta (V,z!,---  2")].
Defina, para f,g € O,

o)) = e (-5l ) @ow)|

= i l _@ * PHvL .. PHEVE 6kf (Z> 8k9 (2)
= k! 2 Oxt - - Ozt OV - - - Oxve

Verifica-se por inspecao que *jp; ¢ um produto-estrela hermiteano sobre

(Vﬂ{?})

5 A construcao de Fedosov

Doravante (M?",w) denotard uma variedade simplética.

Dado z € M, (T, M,w (z)) é um espago vetorial simplético. Como tal, ele
admite um produto-estrela de Weyl-Moyal, como o que descrevemos na segao
anterior, com PHY = w*” (z), para fungdes polinomiais nas suas coordenadas
segundo uma dada base para T, M.

Seja p = (z',---,2*™) : U € M — R?" um sistema de coordenadas
em torno de z (i.e., x € U) [podemos, por comodidade, supd-lo uma carta de
Darboux, de tal maneira que seja w*’ (y) = w*” = cte., Vy € U]. Podemos
ver as referidas fungbes polinomiais como somas finitas de monoémios de graus
ke NU{0}

ooy, () dTht V-V dat € VRTEM,

onde, como ja frisamos acima, V responde pelo produto simétrico de 1-formas.
Podemos estender o produto de Weyl-Moyal em T, M fibra-a-fibra a todo
TU, obtendo um quase-produto-estrela local sobre U, dado pela férmula de
Moyal
axb=

<01 (—in\" A ) A )
kZ_Okl<2> Wt “.wu/k[Z(axlh)“.Z(ax“k)a]v[l<8x”1)“.Z<8m”k)b]’

onde a € I'(V'T*U), e b € I' (V*T*U), estendida linearmente a todas as ordens
r e s. [aqui, i (X) a representa a contragao do campo de vetores X com o tensor
covariante .

Note que esta férmula local é covariante (i.e., ndo depende do sistema de
coordenadas de Darboux adotado sobre U).
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5.1 O fibrado (formal) das dlgebras de Weyl

Definigao 6 A dlgebra de Weyl W, associada ao espago simplético T, M é
definido pelo espaco das séries formais

W, = (852 VP T M) [[h]

= (V'T; M) [[R]
munida do produto

aobexp(fw“”(x)i((;zu )®i<aiy >)a®b, (4)

ondea € I'(V'T*U), eb e I' (V*T*U), estendida linearmente a todas as ordens
r e s (nos coeficientes da série) e termo-a-termo a todas as ordens do pardmetro

h.

E claro que a definicao acima estd longe de ser clara, e requer alguns es-
clarecimentos. Vamos a eles.
Um elemento tipico de W, é

oo p
=3 (S
k=0 \I1=0

onde
a;j) = a’k#l'“lﬂdm#l ‘11 Ve Vodzt |Z € \/lT;M

As vezes sera util escrever

®

1 2
ap’ =k, Yoyt € Clyt, o y?"

)

onde

)
y=y“@ €T, M,

i.e., contraimos ag) com k cépias de um vetor tipico y € T, M, para que suas
componentes apare¢cam com argumentos de uma funcao polinomial, que pode
portanto ser multiplicada, derivada, etc. Isso tornard a notagao menos fastidiosa
em algumas passagens, ou facilita as contas em outras. E a notacio original de
Fedosov.

Com esta notacao, o produto de Weyl pode ser escrito como

<1 (k" d*a 9*b
— == Havi MY
aob_kgk!( 2) AL

onde a,b € C [yl,--- ,yQ"].
Cumpre observar que a definigdo (4) [ou mesmo sua versdao notacionalmente
mais conveniente (5)] é covariante, no sentido de que nao depende da particular
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escolha de coordenadas de Darboux tomadas para escreve-las. E gracas e esse
fato trivial que poderemos estender essa definigao de produto fibra-a-fibra (i.e.,
para todas as dlgebras W, para todos € M) de maneira consistente.

A associatividade da dlgebra de Weyl se verifica por meio de cédlculos um
pouco longos, mas diretos.

Definicao 7 Definimos o fibrado (formal) das dlgebras de Weyl sobre M pela
unido disjunta

W = Uzem {1‘} X Wy
com projecao

T w — M

(x,a) — x

Denotaremos a C™ (M) —dlgebra de se¢oes do fibrado de Weyl W por W =
rw).

Uma vez mais, alguns esclarecimentos se fazem necessérios, principalmente
no que concerne as segoes, que sao os objetos mais importantes na construgao
de Fedosov.

Um elemento tipico de W =T (W) ~ T (v*T*M) [[h]] é dado por

oo

Pk
azZ( a,&”)hk:xeMHa(x)eWw,
1=0

k=0 \i=

onde a,(cl) el (\/lT*M ) é um [—tensor covariante totalmente simétrico, dado
localmente por

a,(j) =y o, ATV -V dX

W é uma C* (M) —4lgebra associativa com unidade (func¢@o identicamente
igual a 1) segundo o produto dado pela extensdo fibra-a-fibra do produto de
Weyl (4). Nos referiremos a ela doravante como a dlgebra de Weyl sobre M.

O centro Z < W da élgebra de Weyl corresponde exatamente a

Z =T (V'T*M) [[n] = C> (M) [[A],

como nos mostra um pouco de reflexao sobre a férmula (5). Um elemento central
tipico é dado por
(oo}
a= Z aph”,
k=0

onde ax = ay, (z) € C* (M) [ou seja: os coeficiente da série formal que repre-
senta um elemento central ndo dependem do argumento y].

Atribuindo grau 2k ao termo em A da série formal e grau [ aos termos cujos
coeficientes a(!) sao I—tensores, obtemos uma filtracio da algebra de Weyl com
relagao ao grau total 2k + [:

W D Wi D> -+ D Wy )
secoes com termo secOes com termo
de grau mais baixo de grau mais baixo
2k+12>1 2k+12>g
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Observagao 8 A introducao do grau total dega = (2k + 1) a deve-se ao fato de
que este sim é uma derivagio com relagdo ao produto (4), ao passo que o grau da
parte simétrica, dega = la, é uma derivacdo com relagdo ao produto simétrico.
A filtragao obtida acima serd usada de maneira importante na construcdo do
produto-estrela de Fedosov.

No que segue, precisaremos também de formas diferenciais definidas em M
tomando valores na dlgebra de Weyl. Denotaremos o espago de tais objetos por
Q* (M, W).

Temos

Q(M;W) = WeQ (M)
We (@m0 (M)],

cujo elemento tipico pode ser escrito como

0 Pr 4k
a= Z (Zzag})[‘ﬂ> ﬁk7

k=0 \p=0qg=0

onde a,(gp)[q] e D (VPT*M ® N1T*M) ¢ um (p + g) —tensor contravariante simétrico
nos primeiros p argumentos e antissimétrico nos ¢ tltimos argumentos, que pode
ser escrito localmente como

( ’ v Vg
akp)[Q] = ak,(ul---up)[ul...uq]d$“1 Ve Vdatr @ dae?t A ANdx

ou, na notacao de Fedosov,

CL;CP)[‘Z] — ak:}(p,lv--,u,p)[l/l-"llq]yul VooV y”pdxlfl A A dl‘l’q7

onde 9
=y*'— e X(U),
y=y'g € X(U)
é um campo local genérico de vetores que serve como argumento de a,(f lal,
Q°* (M, W) estende a C*> (M) —dlgebra W = Q° (M, W), com produto es-
tendido pela regra

(a®@a)o(b®pP) =(aochb)@aAp.
—_—— ——
A - B

Com este produto estendido, Q°® (M, W) torna-se uma superdlgebra Z2—graduada.
A superdlgebra Q°® (M, W) herda de W uma filtragdo com respeito ao grau
total da parte simétrica 2k + p :

Q(M,W)=WeQ (M) DWW, Q9 (M) D W @Q* (M) D -+ (6)
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Define-se um colchete (supercomutador) [-, -] para a superdlgebra Q°® (M, W)
pela extensao linear e termo-a-termo da regra

[A,B]= Ao B — (~1)" Bo A,

onde Ae W Q" (M) e BeW®OQ%” (M). Esta defini¢ao visa a validade da
férmula

[a® a,b® B =[a,b]@aAp.
E claro que o centro Q°* (M, W) é dado por

Z@Q (M) =C™ (M) [[A] @ Q° (M).

No que segue, serd essencial que se definam certas projegdes aos centros
das C*° (M) —4lgebras envolvidas. Elas sdo dadas operacionalmente pela regra
abaixo.

A= A(z,y,dz,h) €O (M,W)
! contraia a parte simétrica
com o campo y =0 € X (M)
Ag= A(x,0,dz,h) €EZR0O (M)
! contraia a parte antissimétrica

com o campo y =0 € X (M)

Ago = A(fE,0,0,ﬁ) S
A projecao mais importante é a aplicagcdo simbolo

o: w — Z >~ C> (M) |[[h]
a=a(z,y,h) — o(a)=ap=al(z,0h) "

(7)

Denominamos a série o (a) = ag o simbolo da se¢do a € W.

A idéia agora é encontrar uma C (M) —subdlgebra @ de W em bijegao
com Z (a bijecao serd dada pela restricao de o a O, cuja inversa denotaremos
por 0~ 1), e entdo usar o produto de Weyl o para induzir em Z ~ C* (M) [[A]]
um produto-estrela x dado por

a(h)*«b(h) =0 (c7" (a(h) oo™ (b(R))),

para todas as séries formais
a(h)=> aph®, b(h)=>_b;h/ € C*™(M)[[H]].
k=0 §=0

Para isso, lancaremos mao de uma conexao simplética V livre de torcao em
M, estenderemo-la convenientemente a uma conexao 0 no fibrado de Weyl W,
e procuraremos modificd-la a uma conexao abeliana (i.e., de curvatura nula) D.
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A C°° (M) —subdlgebra O < W procurada serd a das se¢bes planas com

relagao a D, i.e.,

O=Wp={a€eW;Da=0}.

5.2 Alguma andlise no fibrado de Weyl

Serd ttil diferenciarmos a partir daqui dois tipos de contragao: entre um campo
de vetores X e a parte simétrica de uma (super)se¢io de Weyl A, que denotare-
mos por iy (X) A ; e entre um campo de vetores X e a parte antissimétrica de

uma superse¢ido de Weyl A, que denotaremos por i (X) A

Consideremos dois importantes operadores,

§:W, @ Q1 (M) — W, @ QI (M)

W, @ QU(M) — Wyy1 @ Q471 (M)

dados formalmente por

0A = dz" Niy (33“) A

§* A =da" Vi, (aa, )A,
xl,

ou, na notacao de Fedosov,

54=dat n 24
oyH

Observagao 9 O operador § é uwma extensdo da derivada exterior de formas
diferenciais d, e degrada uma superse¢ao de uma unidade. (sequndo a filtragdo
pelo grau total da parte simétrica (6), estabelecida na segdo anterior). Sua
contrapartida 6° gradua em uma unidade a supersecdo sobre a qual atua.

E bem ilustrativa a acdo desses operadores em monoémios da forma

da (i) ival = goba vy dgte @ det A - A it (8)

A saber,

p
Szl = 3 gl ) ]
j=1
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§* dap (b ) vl — zq: (—l)kH da (i) 1 Tivg), (10)
k=1
Verifica-se por inspec¢ao que, sendo definidos por férmulas locais covariantes,
os operadores § e " estao bem-definidos globalmente.

Lema 10 Os operadores 6 e 0*.possuem as propriedades
(1) & =) =0
(2) (36" + 675) () lval — (p 4 gy dg(iamp)lva-val

(8) & é uma antiderivagdo da superdlgebra de Weyl, i.e.,
§(AoB)=3040B+(-1)?A0dB,
onde A € Q4 (M,W).

(4) & admite a representagdo

0A = — [(;) wydet @ dz” Al . (11)
A prova dessas propriedades envolve apenas calculos diretos, que omitiremos
por brevidade.
Sobre monémios da forma (8), defina o operador 6~ *, dado por

)

1 *
P mé ,sep+q>0
0 ,sep+q=0
e estenda-o linearmente e termo-a-termo.

Pela propriedade 2 do Lema acima, temos que toda supersecao A € Q* (M, W)
admite uma decomposi¢ao da forma

A=65T"A+516A + Ao, (12)

que, por analogia, denominaremos doravante decomposicao de Hodge-de Rham.

5.3 Alguma geometria no fibrado de Weyl

Seja V : X (M) — QY (M, TM) ~ X (M) ®@ Q' (M) uma conexao simplética
livre de tor¢do em M (uma tal conexdo sempre existe, embora ndo seja tnica
como a conexao de Levi-Civita no caso riemmaniano).

Usando a derivagao covariante de campos tensoriais (i.e., estendendo V aos
demais fibrados associados a TM pela regra de Leibniz), define-se uma conexao
9:0° (M, W) — Q*FL (M, W) no (super)fibrado de Weyl W ® A*T*M pela
extensao linear e termo-a-termo da regra

OA = da" AV, A, (13)

18



onde A € Q9 (M, W), e V, A refere-se a derivacao covariante da parte simétrica

da secao A com relacao ao campo local de vetores %.

Apesar da defini¢do de V ser dada por uma expressao local, esta expressao
é covariante, donde inferimos sua validade global.

Lema 11 A conexdo O possui as sequintes propriedades.
(1) 9(AoB)=0Ao B+ (—1)" AcdB, VAe Q" (M,W)
(2)0(aNA)=daNA+ (-1)TanNdA, YaeQl(M)

(8) em coordenadas locais de Darbouz, podemos escrever

0A = dA + K;) F,A] : (14)

onde oA
dA = dx" N —
oxH

1
= §I‘Wpd:c“ Vdz’ ®dz’ € QY (U, W),

onde os coeficientes Iy, = wMFfj‘p s@o simbolos de Christoffel da conexdo V
sobre U C M.

A propriedade (1) significa que 0 é uma antiderivagdo da superalgebra de
Weyl (Q° (M, W),o0).

A propriedade (2) significa que 9 é uma extensdo da derivada exterior de
formas diferenciais.

A propriedade (3) fornece uma representagao local especialmente propicia as
corregoes que nos darao a conexao abeliana desejada.
Prova. Célculos diretos, mas muito longos. Omitiremos-los por brevidade. m

Lema 12 Valem as identidades
(1) 96+860=0

(2) 0?A=[(+)R,A], onde

1
R = Z]%,Q,\Wclac"i Vdz? @ dat A da?,

e Ry = wﬂpr\W s@o componentes do tensor de curvatura da conexdo sim-
plética V.

Prova. Conseqiiéncias diretas das férmulas locais (11) e (14). m
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A seguir, trabalharemos com conexoes D obtidas a partir de 0 por meio de
uma "correcao"y € Q (M, W).

DA = 0A + K;) V,A]. (15)
A férmula acima claramente nos d4 uma conexao no (super)fibrado de Weyl
W®A*T*M (veja que v é uma 1-forma globalmente definida e que ad, ((+)v) =
[(%) v, ] é uma superderivagio).
Essa correcao é determinada pela supersecao v apenas a menos de uma
supersec¢ao central

YEZRQ (M)~ C™(M)[[H] @ Q" (M),

uma vez que a corre¢ao -y aparece no interior de um supercomutador. Dessa
forma, temos liberdade para introduzir alguma "condicio de calibre"sobre . E
uma boa escolha dessa condicao que permitird que obtenhamos uma conexao
abeliana D univocamente determinada a partir de V.
Em coordenadas de Darboux, lancando méao da representagao local (14) de
0, podemos reescrever a férmula acima como
i

DA:dA+Kﬁ> (F—I—’y),A} (16)

Um célculo direto a partir de (15) mostra que a curvatura D? de uma conexao
corrigida D é dada pela férmula

DA = {; <R +Oy+ ;Lw?) ,A] (17)

Definicao 13 Seja D uma conexdo da forma (15), satisfazendo & seguinte
condicao de calibre de Weyl

Yo =10
(lembrando: 7, € a primeira proje¢do da superse¢do 7).
A supersecio Q € Q% (M, W).dada pela férmula

Q= —~? 1
7 h(RJra’erh’Y) (18)

é chamada curvatura de Weyl da conezxdo D.

Com a defini¢ao acima, podemos reescrever (17) como

D?A = {;Q,A} , (19)

donde fica claro que a curvatura de Weyl de uma conexao abeliana é uma su-
persegao central

Qe Ze 0% (M) ~C®(M)[[h)]® Q0 (M).
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5.4 O produto-estrela de Fedosov

O pequeno arsenal técnico desenvolvido na se¢ao anterior é a hipdtese técita dos
dois seguintes teoremas, os principais da construgao de Fedosov. O primeiro de-
les fornece um método construtivo para a obtencao da tao desejada conexao
abeliana D no fibrado de Weyl a partir de uma conexao simplética V que ad-
mitimos previamente fixada em M, e devidamente estendida pela prescrigao
(13) a uma conexao 9 no fibrado de Weyl.

Teorema 14 Existe uma tnica supersegio v € Wz @ Qb (M) satisfazendo a
condicao de calibre
s r=0,

tal que a prescri¢do

D=-5+0+ [;r } (20)
define uma conexdo abeliana D : Q* (M, W) — Q**1 (M, W).

Prova. Primeiramente, note que a condicdo de calibre 6 '7 = 0 implica a
condigao de calibre de Weyl ry = 0, pela observagao 9.

Dada uma supersegao arbitraria r € Q°* (M, W), vé-se sem dificuldades que
D :Q*(M,W) — Q*F1 (M,W) dada por (20) ¢ uma conexao, pois r é uma
superse¢ao globalmente definida e, como superderivagoes, §, d e ad, (%r) =
[%7‘, } satisfazem a regra de Leibniz.

Use a representagao (11) para reescrever a prescri¢ao (20) como

D=0+ %(wuydx"@dx”—i—r),-
Usando o Lema 11, calcula-se facilmente a curvatura de Weyl Q de D,
obtendo-se

Qz—w—&-R—(Sr—I—@r—I—%rQ.

Considerada como elemento da superdlgebra de Weyl Q°® (M, W), a forma
simplética w é central (por ser totalmente antissimétrica). Logo, a condic¢do

or=R+0r+ %72 (21)

sobre r é suficiente para que a conexao D seja abeliana.

Suponha que r € W3 @ Q! (M) (= 790 = 0) seja solugao da equagio diferen-
cial (21) e satisfaga 0 1y = 0. Essa condicio de calibre simplifica a decomposicéo
de Hodge-de Rham (12) de r a

r=06tor (22)

(agora fica claro o porqué da notacdo 6 ). Aplicando o operador §~* a (21),
vem

r=0"'R+5" <8r + ;r2> . (23)
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Agora faremos uso fundamental da observacao 9. Veja que O preserva a
filtragdo (6), ao passo que 61, assim como 0%, gradua de uma unidade a su-
persegdo em que atua. Dessa forma, iterando a equagdo (23), obtemos cada
termo de r a partir do termo de grau imediatamente inferior, a comegar do
termo de grau 3, que denotaremos por rs e calcularemos de uma vez, a titulo
de ilustracao.

Como assumimos r € W3 @ Q! (M), temos que 73 é dado simplesmente por
r3 = 6 ' R. Usando a definicio do operador 61, e lembrando a acdo de §* em
monomios, dada por (10), vem

ry = ﬁé* (leRMde“ vV dz @ dzt A dm”)
- %meé* (dz® v da* ® dz* A da)
= TlﬁRKA“V (dz® v da* Vv dz" @ da¥’ — dz™ v da* v da¥ @ dat)
_ %6 (Renr — Rurp) dz® V da V da? @ dac”
= éRHAuudm“ Vda Vv dat @ da?,

pois o tensor de curvatura é antissimétrico nos dois dltimos argumentos vetoriais,
i.e., vale a igualdade
Rn)\;u/ = _Rn)\upn

Isso garante a existéncia da solucao do seguinte "problema de Cauchy nao-
homogéneo"

51 (8r + %7‘2) —r=6"'R
reWs 0 (M) (24)

Slr=0

Para unicidade, suponha que haja duas solugdes, e seja w a sua diferenca.
Entéo, w serd solu¢ao do seguinte "problema de Cauchy homogéneo"

ot (8w—|—%w2) —w=20
w € W3 @ Ql (M)
5 lw=0

Ocorre que a tnica solugao possivel para esse dltimo problema é a secao
identicamente nula. Com efeito, se o termo nao-nulo de grau mais baixo de uma
solucao w tivesse grau g < oo, entdo o termo nao-nulo de grau mais baixo de
61w teria grau g + 1, ao passo que o termo nao-nulo de grau mais baixo de
6 'w? teria grau 2g + 1. Absurdo.
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Reciprocamente, admita que r é solucdo de (23). Nesse caso, a nilpoténcia
do operador 6! (vide identidade (1) do Lema 10) garante que toda solucio de
(23) satisfaz automaticamente a condigao de calibre § 'r = 0. Vamos mostrar
que 7 & solugdo de (21). Isso equivale a mostrar que a segdo A definida pela
diferenga dos dois membros de (21), i.e., por

A=§T—R—8T—%T2 (25)

é a secao identicamente nula.
Primeiramente, vejamos que a se¢ao A definida acima é solugao do seguinte
"problema de Cauchy homogéneo"

{ SA—0A—[ir, A] =0

(57114 =0 (26)

De fato, aplicando 6" a (25), obtemos
574 = 5 ler—5! <R +or + ;;2)

= 6 'r—r por (23)
=0 por (22),

ao passo que, aplicando ¢ a (25), obtemos
0A = (5(57‘—(5(]%—1—87“—1—;7“2)
= —6R—00r— %5 (1"2) pelo lema 10, id. (1)
= —0R-—00r— % [or,7]  lemalO, id. (3)
= —0R+00r+ 4 [r,or]  lema 12, id. (1).

h

Ora, calculando 6 R (use a agao do operador § em monomios, dada por (9)),
obtemos

OR

1
§ (4Rwyda:~ Vda? ® dzt A dx”)

1
1o (da™ v da? @ dzt A da”)

1

ER,Q,\W (dacA @ dz" A dzt A de” + de™ @ da A dxt A dz")
1

1 (Riapr + Rawpw) daz™ & dz™ A dz" A dx”

0,

pois as componentes do tensor de curvatura satisfazem

Rr@)\uu = _R)\nuu .
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Assim, temos

§A = 061 + % [r, o7]. (27)

Calculemos agora os termos 0A e [%r, A] a partir da definigdo (25).

OA = dor — IR — 9Pr — 20 (r?).
Temos:

OR = 0 (conseqiiéncia da segunda identidade de Bianchi)

0*r = [;R, T] (pelo Lema 12, id. (2))

%8 (r*) = {37“7 ;r] (pelo Lema 11, id. (1)),

donde segue que

9A = dor — { R, r} {87“, ;r} (28)
Temos ainda:
‘ R L SR
{ﬁr, A] = _ﬁr, or—R—o0r i }
[ 7

donde segue que

= 0or + [;r, 57”] ,
que, juntamente com (27), da
0A — <6A + {ﬁr, A]) = 00r + % [r, 61 — Oor — [ﬁr, 57"] =0,

ie.,
SA—OA— [;r A} =0, (29)
que é o que faltava para verificar (26).

Estamos agora em condigbes de mostrar que A é a se¢do identicamente nula.
Aplicando 6~ a (29), obtemos

515A — 61 <aA + [;'r AD —0,
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donde, usando a decomposi¢ao de Hodge-de Rham (12) de A juntamente com
a condicdo §'A =0 (= Ago = 0), vem

a=s (oa [ira])

Vemos entao recursivamente que cada termo da secao A se anula, como
querfamos mostrar.

Isso encerra a prova do teorema. ®

A conexao abeliana D dada pelo teorema acima ¢ chamada a conexdo de
Fedosov associada a V.

Definigao 15 Seja D : Q* (M, W) — Q**Y (M, W) uma conexdio de Fedosov
no (super)fibrado de Weyl.
Uma se¢ao a € W é dita horizontal com rela¢do a D quando satisfaz Da = 0.
O conjunto das se¢oes horizontais com relagio a D é denotado por Wp e
chamado dlgebra horizontal de D.

O fato de que Wp € de fato uma C* (M) —subdlgebra de W decorre do fato
trivial de ser D uma derivac¢do da C>° (M) —élgebra W.

Teorema 16 Seja D : Q* (M, W) — Q*T1 (M, W) uma conezdo de Fedosov no
(super)fibrado de Weyl.

Para cada secao central b € Z ~ C*> (M) [[h]] existe uma unica se¢io hori-
zontal a € Wp tal que b= o (a).

Prova. Langaremos mao novamente de argumentos de recursao.
Seja b € Z ~ C* (M) [[A]] uma segdo central.
Desejamos mostrar que o problema

Lo @

tem uma tnica solugao.

Uma tal solucdo certamente satisfard 6 ‘a = 0, pois niio tem parte antis-
simétrica, por hipétese.

A condiga@o de horizontalidade Da = 0 pode ser reescrita como

da = da + [;ir, a} ,

por causa de (20).
Aplicando 61, obterfamos, devido a decomposigdo de Hodge-de Rham (12)
e as condicoes 6 'a=0e ag = b,

a=b+d"! <8a—|— {;mD (31)
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Suponha que o problema (30) admita duas solugdes, e seja w a diferenga
entre elas. De (31) segue que

e o ]

Por um argumento recursivo idéntico ao utilizado na prova do teorema an-
terior concluimos que w = 0.

Portanto, se existir, a solugao de (30) ¢ mesmo unica.

Resolvendo (31) recursivamente para a, obtemos uma se¢iao a € W tal que
o (a) =b.

O fato de que A = Da = 0 segue de cdlculos andlogos aos desenvolvi-

dos na demonstragao do teorema anterior, mostrando-se que a supersecao A €
Q' (M, W) satisfaz as condi¢des 0 *A=0e DA=D%a=0. m

Este ultimo teorema nos diz que a aplicagao simbolo o (7) induz uma bijecao
entre Wp e C* (M) [[A]], que denotaremos pelo mesma letra o. Podemos usar
essa bijegdo para transportar a estrutura algébrica de Wp para C™ (M) [[A]].
O pull-back do produto de Weyl o em Wp para C*° (M) [[h]] via o, que deno-
taremos por %, é o que chamamos produto de Fedosov, dado por

a(f)«b(h) =0 (o7 (a(h) oo " (b(h))).

Verifica-se facilmente que * é um produto-estrela hermiteano, segundo a
defini¢do 4, dada na secao 1.
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