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1. Diz-se que un conjunto X C R tem contetiido nulo quando, para todo € > 0 dado, exite

uma cobertura X C I1 U Iy--- I}, por meio de um numero finito de intervalos abertos,
com Y5, || <e.
Prove:
(a) Se X tem contetido nulo, o mesmo corre com seu fecho X.
) Exitem conjuntos de medida nula que nao tém contetido nulo.
(¢) Um conjunto compacto tem medida nula se , e somente se, tem contetido nulo.
)

Se uma funagado limitada g : [a,b] — R coincide com uma fun¢ao integravel

f i la,b] — R exceto num conjunto de contetdo nulo, prove que g é integrével e sua
integral é igual a de f.

(e) Todo conjunto de medida nula tem interior vazio.

(f) Dadas f,g : [a,b] — R integréaveis, seja X = {x € [a,b]; f(z) # g(z)}. Se X tem

medida nula entao , ,
/ f(z)dx :/ g(x) de.

(g) Dé exemplo de duas fungoes limitadas f,g : [a,b] — R, tais que o conjunto X =
{z € [a,b]; f(x) # g(z)} tenha medida nula, f seja integravel e g nao seja.

. Seja f : [a,b] — R uma fungao integrdvel, com f(x) > 0 para todo = € [a,b]. Se f ¢
continua no ponto ¢ € [a,b] e f(c) > 0, prove que fab f(z)dx > 0.

. Desigualdade de Schwarz. Prove que se f, g : [a,b] — R s@o continuas entao

[ / @) d”“r < | ey dr / g(a)?

[Sugestao: exercicio 7, segao 2, capitulo 2, do livro Anélise Real (vol 1)]

. Dada f : [a,b] — R com derivada continua, prove o Teorema do Valor Médio (para
derivadas) como conseqiiéncia da férmula de mesmo nome para integrais.

. Seja f : [a,b] — R derivavel, com f'(z) > 0 para todo z € [a,b]. Se {x € [a,b]; f'(x) = 0}
tem conteudo nulo, prove que f é crescente.

. Verifique a convergéncia ou divergéncia das integrais

/1 dz /3 dz /+°° zdx
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