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Abstract

In this thesis we discuss two di�erent topics. First, from the analysis of the

triviality of the logarithmic conormal bundle over invariant curves, we give a

new proof of the Separatrix Theorem and some extensions of this important

result. Secondly, inspired by Brunella's work on minimal models for foliati-

ons, in particular by his very special foliation, we study when an invariant

rational nodal curve of positive self-intersection determines the foliation, and

we show, under some natural hypothesis, the three possible foliations.

Keywords: Holomorphic Foliations, Separatrices, Invariant Curves.
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Resumo

Nesta tese discutimos dois diferentes temas. Primeiro, a partir do estudo

da trivialidade do �brado conormal logarítmico restrito a curvas invarian-

tes, somos levados a uma nova prova do Teorema da Separatriz e fazemos

algumas pequenas extensões desse importante resultado. Em segundo, ins-

pirados pelo trabalho de Brunella sobre modelos minimais de folheações, em

particular pela sua folheação muito especial, investigamos quando uma curva

racional nodal invariante determina a folheação, mostrando, sob certas hipó-

teses naturais, as três folheações possíveis.

Palavras-chave: Folheações Holomorfas, Separatrizes, Curvas In-
variantes.
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CAPÍTULO 1

Introdução

Neste trabalho, estamos interessados em aspectos locais e globais da teoria

de folheações holomorfas em superfícies complexas.

1.1 Estudo Local

Dentro desse contexto, cuja origem remonta a trabalhos de H. Poincaré,

uma das primeiras questões da teoria foi quanto à existência de curva invari-

ante (separatriz) passando por singularidade isolada de um campo de vetores

holomorfo em (C2, 0), problema já apresentado em 1854 por C. Briot e J.

Bouquet. A solução de�nitiva veio muitos anos depois, em 1982, quando C.

Camacho e P. Sad provaram em [7] o seguinte

Teorema (da Separatriz). Seja v um campo de vetores holomorfo de�nido
em vizinhança de 0 ∈ C2 com singularidade isolada na origem. Então existe
curva invariante por v passando por 0 ∈ C2.

Posteriormente, em 1988, C. Camacho publicou em [5] uma extensão desse

resultado para folheações de�nidas em superfícies singulares:

Teorema. Seja X uma superfície complexa normal irredutível. Suponhamos
que o grafo dual da resolução da singularidade p ∈ X seja uma árvore. En-
tão todo germe de folheação holomorfa, singular em p, admite uma curva
invariante passando por p.
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Uma prova bastante elegante foi apresentada por M. Sebastiani em [29]

(veja também descrição de M. Brunella em [2]). No caso do Teorema da

Separatriz para superfícies não singulares, outras demonstrações foram re-

alizadas por M. Toma em [32] e J. Cano em [9]. Nosso primeiro objetivo

nesta tese será apresentar uma prova alternativa do Teorema da Separatriz

para superfícies singulares. Acreditamos que nossa demonstração seja direta

e transparente, além de permitir extensões do teorema a superfícies singula-

res onde o grafo dual da resolução da singularidade da superfície não é uma

árvore.

Se X é uma superfície com apenas singularidades normais, uma folheação
holomorfa em X é simplesmente uma folheação holomorfa em X −Sing(X).

Os feixes tangente TF e normal NF são de�nidos tomando as imagens diretas

via a inclusão X − Sing(X)→ X dos feixes tangente e normal da folheação

subjacente em X − Sing(X).

Em [5], C. Camacho fornece um exemplo para não existência de sepa-

ratriz em dimensão dois. Seja π : Y → X uma resolução da singularidade

normal p ∈ X, onde π−1(p) = E = E1 + E2 + E3 é curva a cruzamentos

normais simples e cada Ej é suave de auto-interseção E2
j < 0. O argumento

consiste em construir folheação reduzida sem sela-nó em vizinhança da curva

(invariante) E tal que Sing(F) ∩ E = Sing(E). O grafo dual Γ de E é um

ciclo, conforme abaixo ilustrado:

Figura 1.1: Ciclo de três curvas invariante.
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•E1
λ1,2

��

λ1,3

��
•E2 λ2,3

// •E3

onde λij = CS(F , Ci, pij), {pij} = Ei ∩ Ej. Assim

λ1,2 + λ1,3 = E2
1 ;

1

λ1,2

+ λ2,3 = E2
2 ;

1

λ2,3

+
1

λ1,3

= E2
3 .

As condições acima são su�cientes para construir uma folheação em vizi-

nhança da curva E como desejado (ver prova apresentada por Lins-Neto do

teorema principal em [19]). Se os λij não forem racionais positivos, a fo-

lheação será reduzida. Deste modo, ao contrair a curva E num ponto p,

obtem-se uma folheação em superfície singular sem separatriz passando pela

singularidade p.

Surge então a questão:

Quais condições podemos exigir da folheação para que exista se-
paratriz mesmo quando o grafo dual da resolução do ponto singular
da superfície não é uma árvore?

Os capítulos 3 e 4 desenvolvem respostas ao questionamento acima. Pri-

meiro, no Capítulo 3 investigamos relações entre folheações e suas curvas

invariantes por meio do �brado conormal logarítmico, em particular analisa-

mos a situação em que tal �brado restrito à curva é trivial, o que nos leva

às noções de resíduos e representação residual (Teoremas 5.1.2 e 5.1.3). A

partir de tais ideias, no Capítulo 4 apresentamos uma nova demonstração

do Teorema da Separatriz e fazemos algumas extensões desse resultado com

hipóteses envolvendo o grafo dual da resolução da singularidade da superfície

ou o feixe normal da folheação (Teoremas 4.1.1, 4.3.3, 4.4.1 e 4.4.5). Desses

resultados, destacamos o principal:

Teorema 1 (Teorema 4.4.1). Seja F uma folheação na superfície singular
normal X. Seja f : Y → X aplicação bimeromorfa que resolve a singulari-
dade p ∈ X e tal que a folheação induzida G = f ∗F possui apenas singula-
ridades reduzidas em E = f−1(p). Se G não possui sela-nó em E e o feixe
normal de F é Q-Gorenstein, então F possui separatriz passando por p.

IMPA 3 Março, 2017
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No teorema acima, um feixe S numa superfície singular é ditoQ-Gorenstein
se existe um inteiro positivo k > 0 tal que a k-ésima potência S⊗k é local-

mente trivial (mesmo nas singularidades).

A demonstração do teorema consiste em mostrar que a representação

residual é torção de ordem k (a representação é do grupo fundamental de

Γ em C∗, onde Γ é o grafo dual do divisor excepcional E =
∑n

i=1 Ei de

f). Essa representação corresponde à obstrução para que possamos associar

a cada componente irredutível Ei de E um número complexo µi (chamado

um resíduo ao longo de Ei) de modo que o índice de Camacho-Sad num

ponto de cruzamento pij de duas componentes Ei e Ej ao longo de uma

delas seja igual a menos o quociente dos números µi e µj (mais precisamente,

CS(F , Cj, pij) = − µi
µj
). Ocorrendo que a representação é trivial, isto é, k =

1, o número de separatrizes por pontos de Sing(G) ∩ (E − Sing(E)) não

suportadas em E será maior do que ou igual à dimensão do Q-espaço vetorial
gerado pelas combinações Q-lineares dos resíduos µ1,..., µn (associados às

componentes E1,..., En) e δ1,..., δm (resíduos associados às separatrizes não

suportadas em E que intersectam E), conforme Teorema 4.1.1. Sendo tal

dimensão maior do que ou igual a 1, concluímos que existe separatriz por

ponto de E, mas não suportada em E, a qual se projeta por f em separatriz

passando pela singularidade p. Se a representação não é trivial, mas é torção

de ordem k, o truque do recobrimento nos permite levantar a folheação G
de modo que a representação residual correspondente será trivial, donde se

conlui também a existência de separatriz (Teorema 4.3.3).

De um modo geral, sendo C =
∑n

i=1Ci curva compacta invariante por

uma folheação reduzida F tal que Sing(C) são singularidades reduzidas não

degeneradas, onde cada Ci é uma componente irredutível de C, indicamos

por Sep(F , C) = S1 + ... + Sm as separatrizes (germes) não suportadas em

C passando por pontos de Sing(F) ∩ (C − Sing(C)) que são singularidades

não degeneradas. Seja D = C + Sep(F , C) e ρ = ρ(F ,D) : π1(Γ) → C∗ a
representação residual de F ao longo de D. Então vale o

Teorema 2 (Teorema 4.1.1). Suponhamos que F não possui separatriz fraca
suportada em C e que a representação ρ = ρ(F ,D) seja trivial, com resíduos
µ1, ..., µn ao longo de C e δ1, ..., δm ao longo de Sep(F , C), isto é, com divisor
residual

R = Res(F , D) =
n∑
i=1

µiCi +
m∑
k=1

δkSk.

IMPA 4 Março, 2017
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Se a matriz de interseção [Ci · Cj]ij de C é invertível, então

#Sep(F , C) = m ≥ dimQ(
n∑
i=1

µiQ +
m∑
k=1

δkQ) ≥ 1

Vamos explicar melhor as ideias envolvidas. Seja C =
∑n

i=1Ci curva

qualquer invariante por uma folheação reduzida F tal que Sing(C) são sin-

gularidades reduzidas não degeneradas, onde cada Ci é uma componente

irredutível de C. A representação residual ρ(F ,C) : Γ → C∗ pode ser assim

obtida: dado um caminho contínuo fechado em Γ, partindo do vértice C1

digamos, associamos arbitrariamente um número complexo não nulo µ1 a

C1 e cada vez que o caminho passa por um vértice Ck de Γ associamos um

número µk ∈ C∗ de maneira que se o caminho sai de um vértice Ci para

outro vértice Cj percorrendo a aresta pij que os liga, então o quociente dos

números associados deve ser igual a menos o quociente dos autovalores de

um campo gerador da folheação (mais precisamente, µi
µj

= −CS(F , Cj, pij)),
mas quando o caminho volta ao vértice inicial C1 pode ocorrer de o número

inicialmente associado a C1 ter sido alterado por um fator α ∈ C∗, o qual

será, por de�nição, a imagem em C∗ da classe do caminho em π1(Γ, C1). Se

C é compacta e ocorrer Sing(F) ∩ C = Sing(C), então o �brado conormal

logarítmico restrito à curva N∗F⊗OX(C)|C é determinado pela representação

residual (Proposição 3.3.2), em particular N∗F⊗OX(C)|C = OC se, e somente

se, ρ(F ,C) é trivial. Esta é a ligação entre a representação residual e o �brado

normal da folheação.

1.2 Estudo Global

Mais recentemente, em [2] e [3], M. Brunella introduziu o conceito de mo-
delo minimal para folheações holomorfas em superfícies (uma versão folheada
dos modelos minimais de Zariski para superfícies algébricas). Partindo-se de

uma noção preliminar de modelo relativamente minimal, de�ni-se como mo-
delo minimal um modelo relativamente minimal que é único a menos de

transformações bimeromorfas. Nesse contexto, o seguinte resultado é muito

importante:

De�nição 1.2.1 (Curvas Excepcionais de primeiro tipo). Estas são curvas

racionais não singularees com auto-interseção −1. Frequentemente chama-

mos tais curvas (−1)-curvas. Uma propriedade muito útil das (−1)-curvas é

dada pelo

IMPA 5 Março, 2017
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Teorema 1.2.2 ([1], página 97). Seja Y uma superfície não singular, E ⊂ Y

uma (−1)-curva e π : Y → X a aplicação contraindo E. Então p = π(E) é
não singular em X.

A ideia de obter folheações minimais consiste em contrair o máximo pos-

sível de (−1)-curvas invariantes por uma folheação reduzida de modo que a

folheação resultante ainda permaneça reduzida.

É demonstrado em [2] que a noção de minimalidade apresentada esque-

maticamente acima é equivalente à seguinte:

De�nição 1.2.3. Seja F uma folheação reduzida numa superfície compacta

X. Dizemos que a folheação F é minimal se, para toda folheação reduzida

G em superfície compacta Y , uma aplicação bimeromorfa φ : Y 99K X que

leva G em F é de fato um mor�smo.

No entanto, nem toda folheação adimitirá um modelo minimal. Tais

exceções estão precisamente descritas no teorema de Brunella abaixo ([2]):

Teorema. Seja F uma folheação holomorfa numa superfície complexa com-
pacta X sem modelo minimal. Então F é bimeromor�camente equivalente a
uma folheação na lista abaixo:

1. �bração racional;

2. folheação de Riccati não trivial;

3. a folheação muito especial descrita na página 58 de [2].

As folheações apresentadas nos itens (1) e (2) no enunciado do teorema

anterior formam uma numerosidade de classes bimeromorfas de folheações

sem modelo minimal. A folheação dita especial do item (3) é realmente

especial, pois ela apresenta uma caracterização em termos de uma de suas

curvas algébricas invariantes, a saber vale o seguinte teorema de Brunella

([2]):

Teorema. Seja F uma folheação numa superfície complexa compacta X e
seja C ⊂ X uma curva racional nodal com um único nó p ∈ C, invariante
por F e com C2 = C · C = 3. Suponha que p é uma singularidade reduzida
não degenerada de F e que é a única singularidade de F em C. Então F é
única a menos de transformações birracionais.

IMPA 6 Março, 2017
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A folheação birracionalmente única dada pelo teorema acima será cha-

mada folheação muito especial de Brunella (veja subseção 5.2.1 para de�nição
precisa).

Surge então a questão:

O que acontece se mantivermos as hipóteses do teorema acima
a menos de trocar C2 = C · C = 3 por C2 = C · C = n > 0?

Relembremos o seguinte teorema de Kodaira:

Teorema 1.2.4 (Theorem 6.2, Chapter IV, [1], página 160). Uma super-
fície compacta X é projetiva se, e somente se, existe em X um �brado linear
L tal que L2 > 0.

Sendo C2 > 0, �ca justi�cado o uso que fazemos do termo birracional em
lugar de bimeromorfo. A �m de facilitar o discurso, faremos uma de�nição.

De�nição 1.2.5. Seja F uma folheação numa superfície complexa X. Um

link para F é uma curva racional nodal C ⊂ X com apenas um nó p ∈ C tal

que:

1. C é positiva, isto é, C2 = n > 0;

2. C é F -invariante;

3. p é uma singularidade reduzida não degenerada de F e é a única sin-

gularidade de F em C.

Figura 1.2: Link.

No Capítulo 5, inspirados pelo trabalho de Brunella sobre modelos mini-

mais de folheações, estudamos folheações reduzidas com curva racional nodal

IMPA 7 Março, 2017
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invariante. Então desenvolvemos alguns resultados úteis sobre folheações de

Riccati (Proposição 5.3.11).

No Capítulo 6 demonstramos o Teorema 5.2.3, o qual classi�ca as fo-

lheações reduzidas em superfícies complexas compactas que admitem curva

racional nodal invariante de auto-interseção positiva com singularidade re-

duzida não degenerada (um link conforme De�nição 1.2.5).

Teorema 3 (Teorema 5.2.3). Seja F uma folheação numa superfície com-
pacta complexa X e seja C ⊂ X um link para F . Então temos apenas três
possibilidades, cada uma única a menos de transformações birracionais:

1. C2 = 1 e F é birracional a uma folheação E1 em Bl3(P2)/α, onde
α ∈ Aut(Bl3(P2)) e Bl3(P2) é um blow-up de P2 em três pontos não
colineares;

2. C2 = 2 e F é birracional a uma folheação E2 em P1 × P1/β, β ∈
Aut(P1 × P1);

3. C2 = 3 e F é birracional a uma folheção E3 em P2/γ (folheação muito
especial de Brunella), γ ∈ Aut(P2).

Nos casos de auto-interseção C2 = 1, 2 e 3, a demonstração desse teorema

consiste em adaptar a prova do teorema de Brunella. O caso C2 = 4 se exclui

Figura 1.3: C2 − 3 blow-ups.

diretamente pela hipótese da folheação ser reduzida no link. Supondo que

exista folheação com link de auto-interseção C2 > 4, após alguns blow-ups

partindo do ponto de nó p ∈ C, o transformado estrito de C terá auto-

interseção nula. E assim a folheação resultante será uma folheação de Riccati,

um absurdo em face do resultado que demonstraremos para folheações de

Riccati:

IMPA 8 Março, 2017
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Teorema 4 (Proposição 5.3.11). Seja F uma folheação numa superfície
complexa compacta X. Seja C = C1 + ... + Cn uma curva conexa invari-
ante, onde cada Ci é uma curva suave. Suponhamos que C ∩ Sing(F) =

Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj são singularidades reduzidas não degeneradas e

#Ci ∩ Sing(F) > 1, i = 1, ..., n. Se F é Riccati com respeito a uma �bração
racional π : X → B, então toda �bra de π por um ponto de C ∩ Sing(F)

está completamente suportada em C.

Nossas demonstrações originais dos teoremas 3 e 4 encontram-se em [28].
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CAPÍTULO 2

Preliminares

2.1 Folheações Holomorfas em Superfícies

Uma folheação holomorfa (singular) numa superfície complexa (suave) X é

dada por uma cobertura aberta {Ui}i∈I de X e 1-formas holomorfas ωi com

singularidades isoladas em Ui tais que

Ui ∩ Uj 6= ∅ ⇒ ωi = gijωj

onde gij ∈ O∗Ui∩Uj
. O cociclo {gij} de�ne um �brado linear holomorfo NF ,

chamado o �brado normal de F .
Alternativamente, podemos de�nir uma folheação holomorfa por meio de

uma cobertura {Ui}i∈I e campos vetoriais holomorfas vi com singularidades

isoladas em Ui tais que

Ui ∩ Uj 6= ∅ ⇒ vi = fijvj

onde fij ∈ O∗Ui∩Uj
. O cociclo {f−1

ij } de�ne um �brado linear holomorfo TF ,

chamado o �brado tangente de F .
O conjunto singular de F , indicado por Sing(F), é o subconjunto discreto

de X de�nido por

Sing(F) ∩ Ui = {p ∈ Ui; vi(p) = 0}

para todo índice i.

11
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Assim, F é uma folheação holomorfa regular em X−Sing(F) e podemos

aplicar todo o estudo da teoria de folheações regulares (folhas, holonomia, ...)

em F , considerando sua restrição ao complementar de seu conjunto singular.

Seja p ∈ Sing(F) e v um campo vetorial holomorfo que de�ne a folheação

em vizinhança da singularidade p. Sejam λ1 e λ2 os autovalores da parte

linear (Dv)(p) de v em p.

De�nição 2.1.1. A singularidade p é chamada singularidade reduzida se

1. λ1 6= 0 ou λ2 6= 0;

2. se λ1λ2 6= 0, então λ1/λ2 não é um número racional positivo.

Uma singularidade reduzida p é dita não degenerada se ambos os autovalores

λ1 e λ2 forem não nulos. Caso contrário, p é chamada sela-nó.

Neste texto, grosso modo, tratamos da seguinte situação geral: C ⊂ X

é uma curva invariante pela folheação F . Se a singularidade p pertence à

curva C, dizemos que C é uma separatriz de F passando por p.

Vamos fazer a seguir um breve apanhado dos resultados sobre separatrizes

de singularidades reduzidas que necessitaremos nos próximos capítulos. Re-

ferências gerais são [8] e [22]. No que se segue, λ é o quociente de autovalores

ou λ = 0.

Figura 2.1: Duas separatrizes passando pela singularidade p.

1) λ ∈ C− (R− ∪ {0}) ("domínio de Poincaré")

Pelo clássico Teorema de Linearização de Poincaré, a folheação é linea-

rizável em vizinhança de p: em coordenadas convenientes (x, y) com centro

em p, a folheação é gerada pela 1-forma xdy − λydx. Existem exatamente

duas separatrizes: {x = 0} e {y = 0}. A holonomia de cada separatriz é con-

jugada, a menos de inversão, ao germe de difeomor�smo exp(2πiλ±1), onde

o expoente de λ depende da separatriz escolhida.
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Figura 2.2: Duas separatrizes passando pela singularidade p.

2) λ ∈ R− ("domínio de Siegel")

Embora neste caso a linearização nem sempre seja possível, como antes

ainda temos exatamente duas separatrizes passando por p, dadas por {x = 0}
e {y = 0} em coordenadas convenientes (x, y).

Figura 2.3: Uma ou duas separatrizes passando pela singularidade p.

3) λ = 0 (sela-nó)

Pelo Forma Normal de Dulac, em coordenadas convenientes, a folheação

F é dada pela 1-forma

(x(1 + ayk) + yf(x, y))dy − yk+1dx

onde k ∈ N+, a ∈ C e f é uma função holomorfa que se anula em p = (0, 0)

até ordem k. A curva {y = 0} é uma separatriz, chamada separatriz forte.
Algumas vezes, por exemplo se f ≡ 0, existe uma segunda (no máximo!)

separatriz passando por p, suave e transversal à primeira, chamada separatriz
fraca.
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2.1.1 Redução de Singularidades

Vamos considerar uma folheação F numa superfície U , gerada por um campo

vetorial v ou uma 1-forma ω com singularidades isoladas. Seja p ∈ U uma

singularidade de F e π : Ũ → U o blow-up em p. Localmente podemos

"limpar"o anulamento de π∗(ω) ao londo do divisor excepcional π−1(p), de

modo a obter 1-formas com singularidades isoladas. Obtemos assim uma

folheação F̃ = π∗(F) em Ũ tal que F̃ |Ũ−π−1(p) é equivalente a F|U−{p}.

Teorema 2.1.2 (de Seidenberg, [2], página 13). Dado um ponto singular p ∈
U de uma folheação F em U , existe uma sequência de blow-ups σ : Ū → U

sobre p tal que a folheação F̄ = σ∗(F) tem apenas singularidades reduzidas
sobre σ−1(p).

O processo dado pelo teorema anterior será chamado redução da singula-
ridade p.

De�nição 2.1.3. Uma singularidade p de uma folheação F é chamada di-
crítica se existem in�nitas separatrizes passando por p.

Figura 2.4: Singularidade dicrítica p de F .

Como consequência do Teorema de Seidenberg acima, temos a
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Proposição 2.1.4 (Proposition 1, Chapter 1, [2], página 15). Uma sin-
gularidade p de uma folheação F é dicrítica se, e somente se, existe uma
sequência de blow-ups σ : Ũ → U sobre p e uma componente irredutível
E0 do divisor excepcional σ−1(p) = E que não é invariante pela folheação
induzida F̃ = σ∗(F).

2.1.2 Índices para Curvas Invariantes

Consideremos uma folheação F dada por uma 1-forma holomorfa ω com

singularidade isolada em p. Seja C uma separatriz de F passando por p, isto

é, C é uma curva invariante que passa pela singularidade. Suponhamos que

C é dada pela equação local reduzida f = 0. Então vale o seguinte lema:

Lema 2.1.5 ([18]). Existem germes de funções holomorfas g e h, relati-
vamente primos e não identicamente nulos sobre C, e germe de 1-forma
holomorfa η tais que

gω = hdf + fη.

De�nição 2.1.6. O Índice de Camacho-Sad de F com respeito à curva C

no ponto p é dado por

CS(F , C, p) = − 1

2π
√
−1

∫
∂C

η

h
.

Exemplo 2.1.7. Seja F uma folheação induzida em vizinhança de 0 ∈ C2

por

ω = x(λ1 + yf(x, y))dy − y(λ2 + xg(x, y))dx

onde λ1, λ2 são não nulos e f(x, y), g(x, y) são holomorfas. C1 : {y = 0} e
C2 : {x = 0} são separatrizes. Temos

CS(F , C1, 0) = λ2/λ1

e

CS(F , C2, 0) = λ1/λ2.

Se p ∈ C é um ponto regular da folheação, convencionaremos

CS(F , C, p) = 0.

Para uma curva compacta C existe um número �nito de singularidades da

folheação sobre C, logo podemos de�nir

CS(F , C) =
∑
p∈C

CS(F , C, p).
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Teorema 2.1.8 (do Índice de Camacho e Sad, [7]). Se a curva C é compacta
e F-invariante, então

CS(F , C) = C2.

De�nição 2.1.9. O Índice Z de F com respeito à curva C no ponto p é dado

por

Z(F , C, p) = − 1

2π
√
−1

∫
∂C

(h/g)

d(h/g)
.

Exemplo 2.1.10. Seja F uma folheação induzida em vizinhança de 0 ∈ C2

por

ω = x(λ1 + yf(x, y))dy − y(λ2 + xg(x, y))dx

onde λ1, λ2 são não nulos e f(x, y), g(x, y) são holomorfas. C1 : {y = 0} e
C2 : {x = 0} são separatrizes. Temos

Z(F , C1, 0) = 1

e

Z(F , C2, 0) = 1.

Se p ∈ C é um ponto regular da folheação, convencionaremos

Z(F , C, p) = 0.

Para uma curva compacta C existe um número �nito de singularidades da

folheação sobre C, logo podemos de�nir

Z(F , C) =
∑
p∈C

Z(F , C, p).

Vale o seguinte resultado:

Teorema 2.1.11 (Proposition 7 de [3]). Se a singularidade p de F não
possui sela-nó em sua redução e sendo C a união de todas as separatrizes por
p, então

Z(F , C, p) = 0.

A fórmula de interseção do �brado normal a seguir será muito importante.

Teorema 2.1.12 (Proposition 3, [2], página 25). Seja F folheação numa
superfície complexa X e seja C ⊂ X uma curva compacta suave F-invariante.
Então

NF |C = NC ⊗OC(Z(F , C)).

Se D ⊂ X é uma curva conexa qualquer (não necessariamente suave) inva-
riante pela folheação, então

NF ·D = D2 + Z(F , D).
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2.2 Teorema do Índice de Hodge

Esquematizamos a seguir de�nições e resultados no âmbito da Geometria

Complexa que serão utilizados neste texto. Seguimos [1] e [16]

2.2.1 Grupo de Néron-Severi

Primeiro vamos explorar a relação entre o grupo de Picard de uma varie-

dade compacta Kähler X e o grupo de cohomologia H1,1(X) := H1,1(X,C).

Relembremos a sequência (exata curta) exponencial:

0→ Z→ O → O∗ → 0.

Em particular, obtemos o mor�smo de cobordo

Pic(X) ∼= H1(X,O∗)→ H2(X,Z)

o qual pode ser composto com o mor�smo H2(X,Z) → H2(X,C) induzido

pela inclusão Z ⊂ C. Se X é Kähler compacta, temos a decomposição

H2(X,C) = H2,0(X)⊕H1,1(X)⊕H0,2(X).

O mor�smo H2(X,C) → H2(X,OX), induzido pela inclusão C ⊂ OX ,
e o mor�smo H2(X,C) → H0,2(X) = H2(X,OX), dado pela projeção na

primeira parcela da decomposição acima, coincidem (veja Lemma 3.3.1 de

[16]).

A sequêmcia exata longa em cohomologia obtida da sequência exponencial

mostra que a composição

Pic(X)→ H2(X,Z)→ H2(X,C)→ H2(X,OX) = H0,2(X)

é trivial. Portanto, a imagem de Pic(X) → H2(X,C) está contida na ima-

gem de H2(X,Z) → H2(X,C) e, se X é Kähler compacta, também no nú-

cleo da projeção H2(X,C) = H2,0(X) ⊕ H1,1(X) ⊕ H0,2(X) → H2,0(X).

Como H2(X,R) ⊂ H2(X,C) é invariante por conjugação complexa e con-

tem a imagem de H2(X,Z) → H2(X,C), então obtemos que a imagem de

Pic(X)→ H2(X,C) está contida em

H1,1(X,Z) := Im(H2(X,Z)→ H2(X,C)) ∩H1,1(X).

E vale a
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Proposição 2.2.1 (Teorema de Lefschetz para (1,1)-classes, Proposition
3.3.2 de [16]). Seja X uma variedade compacta Kähler. Então Pic(X) →
H1,1(X,Z) é sobrejetivo.

E no caso de superfícies vale mais geralmente a

Proposição 2.2.2 (Teorema de Lefschetz para (1,1)-classes, Theorem 2.13
de [1]). Seja X uma superfície compacta. Então Pic(X) → H1,1(X,Z) é
sobrejetivo.

De�nição 2.2.3. A imagem de Pic(X) → H2(X,R) ⊂ H2(X,C) é o grupo
de Néron-Severi NS(X) da variedade X, que gera um subespaço real

NS(X)R := NS(X)⊗ R ⊂ H2(X,R) ∩H1,1(X).

O Teorema de Lefschetz 2.2.1 acima diz que a inclusão natural NS(X) ⊂
H1,1(X,Z) é uma igualdade.

De�nição 2.2.4. Seja X uma variedade compacta complexa. O posto da

imagem Pic(X)→ H2(X,R) é chamado o número de Picard ρ(X).

Então, seX é uma variedade Kähler compacta, vale ρ(X) = posto(H1,1(X,Z)) =

posto(NS(X)).

2.2.2 O Teorema do Índice de Hodge

Enunciemos agora o importante

Teorema 2.2.5 (Teorema do Índice de Hodge, Corollary 3.3.16 de [16]).
Seja X uma superfície Kähler compacta, então a forma de interseção

H2(X,R)×H2(X,R)→ R

(α, β) 7→
∫
X

α ∧ β

tem índice (2h2,0(X)+1, h1,1(X)−1). Restrita a H1,1(X) a forma tem índice
(1, h1,1(X)− 1).

Notemos que NS(X)R é a imagem da aplicação

Pic(X)⊗ R→ H2(X,R) ∩H1,1(X).

Em vista do Teorema 1.2.4, podemos enunciar a seguinte consequência direta

do Teorema do Índice de Hodge, a qual será utilizada algumas vezes neste
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trabalho: se X é uma superfície complexa compacta, C ⊂ X é uma curva
compacta com C2 > 0 e D é um R-divisor tal que C ·D = 0, então D2 ≤ 0 e
D2 = 0 se, e somente se, a classe de D em NS(X)R ⊂ H2(X,R)∩H1,1(X) ⊂
H2(X,C) ∩H1,1(X) é zero.

2.3 Superfícies Regradas

Seguiremos [1] e [14].

De�nição 2.3.1. Chamaremos superfície regrada a uma superfície complexa

compacta X que é o espaço total de um �brado localmente trivial sobre uma

curva complexa B, de �bra P1 e grupo estrutural PSL(2,C).

Da teoria geral de �brados mais o Princípio GAGA (espaços vetoriais

analíticos sobre curvas são algébricos), segue o

Teorema 2.3.2 (Proposition 4.1 de [1]). Todo �brado analítico com �bra
Pn e grupo estrutural PGL(n + 1,C) sobre uma curva compacta suave B é
isomorfo a P(V ), o projetivizado de um espaço vetorial algébrico V de posto
n+ 1 sobre B.

De fato, uma superfície regrada pode ser caracterizada por uma �bração
sobre uma curva suave compacta cujas �bras são todas isomorfas a P1 ([1],

página 190).

Indiquemos por Num(X) o grupo de divisores módulo equivalência numé-

rica, isto é, D1 ≡num D2 se para todo divisorD emX tivermosD1·D = D2·D.

Teorema 2.3.3 (Proposition 2.3 de [14]). Seja π : X → B uma superfície
regrada, s0 a classe da imagem de uma seção holomorfa e f a classe de uma
�bra. Então

Pic(X) ' Z⊕ π∗(Pic(B))

onde Z é gerado por s0 e também

Num(X) = Zs0 ⊕ Zf

determinado pelas relações
s0

2 = −e,

s0 · f = 1,

f2 = 0.
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Figura 2.5: Superfície regrada.

2.3.1 Superfícies de Hirzebruch

QuandoB = P1, um teorema clássico de Grothendieck ([12]) garante que todo

�brado vetorial algébrico sobre B é isomorfo a uma soma direta de �brados

lineares. Logo, toda superfície regrada sobre P1 é da forma P(OP1 ⊕OP1(n))

para algum n ≥ 0 (pois Pic(P1) = Z e P(V ⊗ L) ∼= P(V ) para todo �brado

linear L em B). Obtemos assim a n-ésima superfície de Hirzebruch

Σn := P(OP1 ⊕OP1(n)).

As superfícies Σn são todas birracionalmente equivalentes a P1⊗P1, logo

a P2.

Se n > 0 e Cn = P(OP1(n)) ∈ Σn, então C2
n = −n (veja [1], página 191).

Em particular, temos

Teorema 2.3.4 (Proposition 4.2 de [1]). As superfícies de Hirzebruch Σn

são todas birregularmente distintas. Exceto Σ0 = P1 × P1, cada uma dessas
superfícies possui apenas uma �bração racional localmente trivial.
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2.3.2 Existência de Fibração

O seguinte resultado será crucial:

Teorema 2.3.5 (Proposition 4.3 de [1]). Seja X uma superfície compacta
e C uma curva racional suave em X.

1. se C2 = 0, então existe uma modi�cação (composição de blow-downs)
φ : X → Y , onde Y é "regrada", tal que C não intersecta curva excep-
cional de φ e φ(C) é uma �bra de Y ;

2. se C2 > 0, então X é ou P2 ou uma superfície de Hirzebruch ou o
blow-up de uma dessas superfícies.

Assim, do item 1 do teorema acima, se C ⊂ X é uma curva racional suave

com auto-interseção C2 = 0 na superfície compacta X, então X é obtida por

uma sequência de blow-ups a partir de uma superfície regrada.
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CAPÍTULO 3

Resíduos

3.1 Conceitos Básicos

Sejam X uma superfície complexa e C ⊂ X uma curva.

De�nição 3.1.1. Uma 1-forma logarítimica ω num aberto U ⊂ X com polos

em C é uma 1-forma meromorfa em U com a seguinte propriedade: para todo

p ∈ U existe uma vizinhança V ⊂ U de p tal que

ω |V = ω0 +
n∑
i=1

gi
dfi
fi

onde ω0 é uma 1-forma holomorfa em V , fi e gi são funções holomorfas em V

e cada fi é uma equação reduzida de uma componente irredutível de C ∩ V .

Em geral estaremos interessados na situação em que C =
∑n

i=1Ci ⊂ X é

um divisor a cruzamentos normais simples (simple normal crossing divisor),
em cujo caso obtemos a seguinte sequência exata:

0→ Ω1
X → Ω1

X(logC)→
n⊕
i=1

OCi
→ 0

onde Ω1
X(logC) é o feixe localmente livre (de posto 2) de 1-formas logarít-

micas (veja Lemma 8.16 de [34]) e a última aplicação é dada pelo resíduo,
de�nido como segue: se, localmente,

ω |V = ω0 +
n∑
i=1

gi
dfi
fi
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então o resíduo de ω ao longo de Ci é dado por

Res(ω)|Ci
= gi|{fi=0}.

Veri�ca-se facilmente que essa de�nição independe das escolhas envolvidas

(fi, gi, ω0 etc.).

No contexto de folheações temos a de�nição a seguir.

De�nição 3.1.2. Seja F uma folheação em X e suponhamos que a curva

C seja F -invariante. Diremos que a folheação F é logarítmica em (X,C)

quando, dado p ∈ C, ω 1-forma de�nindo F em vizinhança V de p e f

equação reduzida de C ∩ V , a 1-forma meromorfa ω
f
for logarítimica com

polos em C.

Se a curva C possui apenas singularidades a cruzamentos normais, então
toda folheação F em X tangente a C é logarítmica em (X,C). Neste caso,

o �brado

L = N∗F ⊗OX(C)

é chamado �brado conormal logarítmico. Se a curva é um divisor a cruza-

mentos normais simples, então a aplicação de resíduo induz uma sequência

exata:

0→ N∗F → N∗F ⊗OX(C)→
n⊕
i=1

OCi

Observemos que uma coleção de seções locais ηj de N∗F ⊗ OX(C) de�nidas

em abertos Vj determina uma coleção de resíduos ResVj∩Ci
(ηj) como seções

locais de N∗F ⊗OX(C)|Ci
, para cada i = 1, ..., n.

Exemplo 3.1.3. Seja a 1-forma logarítmica fechada

ω = λ1
dy

y
− λ2

dx

x
.

Então

Res{x=0}(ω) = −λ2

e

Res{y=0}(ω) = λ1.

Relembremos a forma normal a seguir:
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Teorema 3.1.4 (THÉORÈME 1, [22], página 521). Seja F folheação dada
por uma 1-forma holomorfa ω em vizinhança de 0 ∈ C2 com singularidade
isolada na origem e parte linear λ1xdy − λ2ydx. Suponhamos que λ1, λ2 são
não nulos e λ1/λ2 e λ2/λ1 não são inteiros > 1. Então existe uma mudança
de coordenadas em vizinhança da origem tal que, nas novas coordenadas, a
folheação é dada pela 1-forma

λ1x(1 + xy(...))dy − λ2y(1 + xy(...))dx

Exemplo 3.1.5. Segue do teorema acima que se a folheação F tem singu-

laridade reduzida não degenerada em 0 ∈ C2, então podemos encontrar uma

expressão logarítmica para a folheação como segue:

η = λ1(1 + xy(...))
dy

y
− λ2(1 + xy(...))

dx

x

de modo que

Res{x=0}(η) = −λ2

e

Res{y=0}(η) = λ1.

Vemos assim que o quociente de resíduos é igual a menos o quociente de

autovalores.

Notemos que se a curva C é compacta e ω é uma seção global em vizi-

nhança de C de N∗F⊗OX(C), então o resíduo em cada componente irredutível

Ci é constante.

Fixemos uma curva compacta C ⊂ X com singularidades a cruzamentos

normais simples. Seja F uma folheação reduzida tangente a C.

Proposição 3.1.6. Se a folheação reduzida F não possui sela-nó em C,
então existem vizinhança U de C e 1-formas logarítmicas em abertos contidos
em U de�nindo N∗F ⊗ OX(C)|U tais que os resíduos obtidos são localmente
constantes.

Demonstração. Fora dos pontos singulares de F em C, podemos escolher

seções locais do �brado conormal logarítmico com qualquer resíduo �xado

em C∗. Em vizinhanças dos pontos singulares, seções locais com resíduo

constante são obtidas via Exemplo 3.1.5.

Como consequência do Teorema 2.1.12, temos a proposição a seguir:
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Proposição 3.1.7. Se a folheaçõa reduzida F não possui sela-nó na curva
compacta invariante C =

∑n
i=1 Ci, onde cada Ci é uma curva suave, e

C ∩ Sing(F) = Sing(C) =
⋃
i 6=j

Ci ∩ Cj

então
N∗F ⊗OX(C)|Ci

= OCi

i = 1, ..., n.

Demonstração. O índice Z é zero nos pontos de Ci − C ∩ Sing(C) e vale 1

nos pontos de Ci ∩ Sing(C). Logo

NF |Ci
= NCi

⊗OCi
(Z(F , Ci))

= NCi
⊗OCi

(Ci ∩ Sing(C))

= NCi
⊗OCi

(∪j 6=iCj ∩ Ci)
= OX(C)|Ci

Observação 3.1.8. A Proposição acima também é consequência da (prova

da) Proposição 3.1.6. Com efeito, primeiro notamos que os resíduos tem coci-

clo de transição igual ao cociclo de N∗F ⊗OX(C) restrico a C (em vizinhança

dum ponto singular de C temos duas componentes para o cociclo, cada uma

delas com valor dado pelas transições dos respectivos resíduos). Em parti-

cular, em cada componente Ci, o cociclo de transição dos resíduos nos dá

um cociclo para N∗F ⊗ OX(C)|Ci
. Podemos escolher seções locais de�nindo

N∗F ⊗OX(C) ao longo de uma vizinhança de Ci todas com o mesmo resíduo

�xado em C∗ (ao longo de Ci), logo segue a trivialidade de N∗F ⊗OX(C)|Ci
.

De nossa discussão acima também obtemos a

Proposição 3.1.9. Suponhamos que a folheação reduzida F não possui sela-
nó na curva compacta invariante C =

∑n
i=1Ci, onde cada Ci é uma curva

suave, e
C ∩ Sing(F) = Sing(C) =

⋃
i 6=j

Ci ∩ Cj.

Então
N∗F ⊗OX(C)|C = OC
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se, e somente se, existem δ1, ..., δn ∈ C∗, abertos Vl formando vizinhança de
C em X e seções ηl de N∗F ⊗OX(C)|Vl tais que

Vl ∩ Ci 6= ∅ ⇒ ResCi
(ηl) = δi

i = 1, ..., n.

Demonstração. Suponhamos N∗F ⊗OX(C)|C = OC . Então, multiplicando as

seções locais ηl dadas pela Proposição 3.1.6 por constantes não nulas conve-

nientes, podemos supor que o cociclo de transição dos resíduos é constante

igual a 1. Então, em cada componente Ci, vale

Vl ∩ Ci 6= ∅ ⇒ ResCi
(ηl) = δi

para constante δi ∈ C∗, i = 1, ..., n.

Reciprocamente, suponhamos que existam as seções locais ηl como acima.

Então, evidentemente, o cociclo de transição dos resíduos é constante igual

a 1 e, portanto, N∗F ⊗OX(C)|C é trivial.

Observação 3.1.10. Seja p ∈ C1 ∩ C2, onde C1 e C2 são curvas suaves. Se

C = C1 ∪ C2 é invariante por uma folheação F reduzida não degenerada em

p e η é uma seção local em vizinhança de p de�nindo N∗F ⊗OX(C), então o

quociente

ResC1η/ResC2η

independe de η e é igual a menos o quociente de autovalores da folheação em

p. Isso é consequência do Teorema 3.1.4 (veja Exemplo 3.1.5).

Figura 3.1: Quociente de resíduos é igual a menos o quociente de autovaloes

em p.

Nossas discussões anteriores e a observação acima nos levam naturalmente

ao conceito a seguir.
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3.2 Representação Residual

Seja F uma folheação holomorfa numa superfície complexa X. Suponhamos

que F deixa invariante uma curva C =
∑n

i=1 Ci com as seguintes proprieda-

des:

1. C1, ..., Cn são curvas suaves;

2. todas as singularidades de F em C são reduzidas;

3. Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj são singularidades reduzidas não degeneradas

de F .

A �m de simpli�car a exposição, vamos supor #Ci ∩ Cj ≤ 1 se i 6= j (a

menos de realizar alguns blow-ups, não há perda de generalidade). Se i 6= j

e Ci ∩ Cj 6= ∅, seja {pij} = {pji} = Ci ∩ Cj.
Associado ao divisor F -invariante C temos o seu grafo dual Γ, onde cada

vértice representa uma curva Ci e cada aresta ligando dois vértices representa

a interseção dos mesmos no ponto pij. O grafo será dirigido, orientado pela

ordem dos índices de seus vértices, isto é, uma aresta pij ligando um vértice

Ci a outro vértice Cj será orientada no sentido de Ci para Cj se i < j.

(Existe uma escolha arbitrária na orientação do grafo, mas isso não afetará

nosso estudo.)

A cada aresta pij, com i < j, associamos o número δij = −CS(F , Cj, pij) ∈
C∗. (Notemos que se a folheação é reduzida não degenerada em pij, então

δij = −CS(F , Cj, pij) = −αij/βij = ResCi
/ResCj

onde αij, βij são autovalores no ponto pij associados a um campo local que

de�ne a folheação.)

Assim, obtemos um elemento

σ = σ(F ,C) ∈ H1(Γ,C∗)

e (equivalentemente) uma representação

ρ = ρ(F ,C) : π1(Γ)→ C∗

a ser chamada representação residual.
Em certos casos, a representação acima corresponde à obstrução para a

trivialidade do �brado linear N∗F ⊗OX(C)|C . Explicitamente, temos a
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Proposição 3.2.1. Suponhamos que a folheação reduzida F não possui sela-
nó na curva compacta invariante C =

∑n
i=1Ci, onde cada Ci é uma curva

suave, e
C ∩ Sing(F) = Sing(C) =

⋃
i 6=j

Ci ∩ Cj.

Então
N∗F ⊗OX(C)|C = OC

se, e somente se, a representação residual ρ(F ,C) é trivial.

Demonstração. Se N∗F ⊗OX(C)|C = OC , então a Proposição anterior (3.1.9)
mais a Observação acima (3.1.10) implicam que a representação ρ(F ,C) é

trivial.

Reciprocamente, suponhamos a trivialidade da representação residual.

Então existem δ1, ..., δn ∈ C∗ tais que

δi/δj = δij = ResCi
/ResCj

.

Assim, é possível escolher seções locais do �brado conormal logarítmico em

vizinhanças das singularidades de C com resíduo δi ao longo de Ci, i = 1, ..., n

(Observação 3.1.10). Fora dos pontos singulares de C, podemos escolher o

resíduo que bem quisermos, então tomamos seções nocais com resíduo δi

ao longo de Ci. Portanto, tais seções locais trivializam o �brado conormal

logarítmico em C (via resíduos).

De�nição 3.2.2. Um ciclo de curvas racionais suaves (ou simplesmente um

ciclo) é uma união de um número �nito de curvas racionais suaves em posição

geral (cruzamentos normais) Ci, i = 1, ...,m, m > 1, tal que: se m = 2, então

#C1∩C2 = 2; se m > 2, então #Ci∩C(i+1) = #C1∩Cm = 1, i = 1, ...,m−1,

caso contrário #Ci ∩ Cj = 0.

Exemplo 3.2.3. Se o grafo dual Γ de C é contrátil, então a representação

ρ(F ,C) é trivial.

Exemplo 3.2.4. Seja uma folheação F que deixa invariante um ciclo de

curvas racionais C = C1 + C2 + C3, onde C2
j = 1, j = 1, 2, 3, e tal que

Sing(F)∩C = Sing(C) são singularidades reduzidas não degeneradas de F .
(Por exemplo, considere a folheação dada por ω = xdy − λydx em P2, onde

λ ∈ C−Q≥0.)
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Figura 3.2: Ciclo de três curvas racionais invariante.

O grafo dual de C é

•C1
δ1,2

��

δ1,3

��
•C2 δ2,3

// •C3

onde os δij representam o cociclo em H1(Γ,C∗) correspondente à representa-
ção residual. Assim

δ1,2 + δ1,3 = −1;

1

δ1,2

+ δ2,3 = −1;

1

δ2,3

+
1

δ1,3

= −1.

Vemos facilmente que neste caso a representação ρ(F ,C) é sempre trivial.

3.3 Grupo de Picard de Curvas

Seja C =
∑n

i=1Ci uma curva complexa compacta (conexa!), onde cada Ci
é uma curva suave, e Γ o grafo dual de C. Vamos descrever os �brados

lineares em C que tem a propriedade de ser trivial em restrição a cada uma

das componentes irredutíveis Ci, i = 1, ..., n.
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Proposição 3.3.1. Seja T (C) = {F ∈ Pic(C);F |Ci
= OCi

, i = 1, ..., n}.
Então

T (C) ' H1(Γ,C∗) ' Hom(π1(Γ),C∗).

Demonstração. Consideremos a sequência exata curta

1→ O∗C →
n⊕
i=1

O∗Ci
→

⊕
p∈Sing(p)

C∗ → 1

onde o mor�smo com imagem em
⊕

p∈Sing(C)

C∗ é dado por quociente (para

isto usamos uma ordenação dos índices a �m de �xar como proceder tais

divisões): se k < l e q ∈ Ck ∩ Cl, uma seção local de
⊕n

i=1O∗Ci
com valor λk

em q ∈ Ck e λl em q ∈ Cl tem imagem com valor λk/λl em q (como seção de⊕
p∈Sing(C)

C∗). Obtemos então a sequência exata longa em cohomologia

1→ C∗ →
n⊕
i=1

C∗ →
⊕

p∈Sing(C)

C∗ → Pic(C)→
n⊕
i=1

Pic(Ci)→ 1.

Então

Hom(π1(Γ),C∗) ' H1(Γ,C∗)

'
⊕

p∈Sing(C) C∗

Im(
⊕n

i=1 C∗ →
⊕

p∈Sing(C) C∗)

'
⊕

p∈Sing(C) C∗

Ker(
⊕

p∈Sing(C) C∗ → Pic(C))

' Im(
⊕

p∈Sing(C)

C∗ → Pic(C))

' Ker(Pic(C)→
n⊕
i=1

Pic(Ci))

= T (C)

Assim, um �brado linear

F ∈ Ker(Pic(C)→
n⊕
i=1

Pic(Ci)) = Im(
⊕

p∈Sing(C)

C∗ → Pic(C))
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determina um elemento em H1(Γ,C∗) (logo uma representação ρF : π1(Γ)→
C∗) e reciprocamente um elemento em H1(Γ,C∗) determina um �brado linear

como acima.

A situção de nosso interesse consiste da curva C =
∑n

i=1Ci, com singu-

laridades a cruzamentos normais simples e invariante por uma folheação F
reduzida, sem sela-nó e singular apenas nos pontos de cruzamentos da curva,

e do �brado conormal logarítmico L = N∗F ⊗ OX(C) restrito à curva C, de

modo que

F = L|C ∈ Ker(Pic(C)→
n⊕
i=1

Pic(Ci))

conforme a Proposição 3.1.7.

À luz do que �zemos acima, podemos escrever o diagrama comutativo a

seguir.

1 // H1(Γ,C∗) // Pic(C) //
n⊕
i=1

Pic(Ci) // 1

1 // C∗ //

��

n⊕
i=1

C∗ //

��

⊕
p∈Sing(C)

C∗ // Pic(C) //
n⊕
i=1

Pic(Ci) // 1

1 // C∗C //

��

n⊕
i=1

C∗Ci
//

��

⊕
p∈Sing(C)

C∗ // 1

1 // O∗C //
n⊕
i=1

O∗Ci
//

��

⊕
p∈Sing(C)

C∗ // 1

L
Res //

n⊕
i=1

OCi

De nossos argumentos anteriores segue a generalização da Proposição

3.2.1
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Proposição 3.3.2. Suponhamos que a folheação reduzida F não possui sela-
nó na curva invariante C =

∑n
i=1 Ci, onde cada Ci é uma curva suave, e

C ∩ Sing(F) = Sing(C) =
⋃
i 6=j

Ci ∩ Cj.

Então o �brado linear F = N∗F ⊗OX(C)|C é determinado pela representação
residual ρ(F ,C). Isto é, ρF = ρ(F ,C).

Demonstração. Basta notar que

F = N∗F ⊗OX(C)|C ∈ Ker(Pic(C)→
n⊕
i=1

Pic(Ci)).

3.4 Divisor Residual

Se a representação ρ(F ,C) é trivial, então existem δ1, ..., δn ∈ C∗ tais que

δij = δi/δj e, assim, podemos de�nir, a menos de multiplicação por constante

não nula, o divisor residual

R = Res(F , C) =
n∑
i=1

δiCi.

A �m de tornar a de�nição precisa, determinamos o divisor residual impondo

que δ1 = 1, de modo a obter solução única em δ2, ..., δn (o que, obviamente,

depende da ordem das componentes de C).

Exemplo 3.4.1. Suponhamos agora

D =
n∑
i=1

Ci +
m∑
k=1

Sk

com C1, ..., Cn curvas suaves compactas e S1, ..., Sm sendo as separatrizes

(germes) não suportadas em C passando por singularidades reduzidas não

degeneradas de F em C −Sing(C). Suponhamos que a representação ρ(F ,D)

seja trivial, com divisor de resíduos

R = Res(F , D) =
n∑
i=1

µiCi +
m∑
k=1

δkSk.
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Suponhamos que a folheação não possui separatriz fraca suportada em C.

Então

R · Cj =
n∑
i=1

µiCi · Cj +
m∑
j=1

δkSk · Cj

= µj(C
2
j +

∑
i 6=j

µi
µj
Ci · Cj +

m∑
k=1

δk
µj
Sk · Cj)

= µj(C
2
j − CS(F , Cj))

= 0

para j = 1, ..., n.

IMPA 34 Março, 2017



CAPÍTULO 4

Existência de Separatriz

4.1 Representação Residual Trivial e Separa-

trizes

Seja F uma folheação holomorfa numa superfície complexa X. Suponhamos

que F deixa invariante uma curva compacta C =
∑n

i=1Ci com as seguintes

propriedades:

1. C1, ..., Cn são curvas suaves;

2. todas as singularidades de F em C são reduzidas;

3. Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj são singularidades reduzidas não degeneradas

de F .

Indiquemos por Sep(F , C) = S1 + ... + Sm as separatrizes (germes) não

suportadas em C passando por pontos de C ∩ (Sing(F)− Sing(C)) que são

singularidades não degeneradas.

Seja D = C + Sep(F , C) e ρ = ρ(F ,D) : π1(Γ) → C∗ a representação

residual de F ao longo de D.

Teorema 4.1.1 (Teorema 2). Suponhamos que F não possui separatriz
fraca suportada em C e que a representação ρ = ρ(F ,D) seja trivial, com
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resíduos µ1, ..., µn ao longo de C e δ1, ..., δm ao longo de Sep(F , C), isto é,
com divisor residual

R = Res(F , D) =
n∑
i=1

µiCi +
m∑
k=1

δkSk.

Se a matriz de interseção [Ci · Cj]ij de C é invertível, então

#Sep(F , C) = m ≥ dimQ(
n∑
i=1

µiQ +
m∑
k=1

δkQ) ≥ 1

Demonstração. Consideremos a matriz de interseção de C com C+Sep(F , C),

A = [Ci · Cj ⊕ Ci · Sk].

Seja o C-divisor em X dado por

R =
n∑
j=1

µjCj +
m∑
k=1

δkSk.

Então Ci ·R = R · Ci = 0, para i = 1, ..., n. Logo

A(µ1, ..., µn, δ1, ..., δm) = (0, ..., 0) ∈ Cn.

Sendo a matriz de interseção [Ci ·Cj] invertível, então a matriz A tem posto n,

logo a igualdade acima corresponde a n relaçõesQ-linearmente independentes

(com coe�cientes inteiros) entre µ1, ..., µn, δ1, ..., δm. Logo

dimQ(
n∑
i=1

µiQ +
m∑
k=1

δkQ) ≤ m = #Sep(F , C).

Uma consequência interessante é o seguinte

Corolário 4.1.2. Suponhamos que a representação ρ(F ,C) seja trivial. Se a
matriz de interseção [Ci · Cj]ij de C é invertível, então existe separatriz S
por ponto de C − Sing(C) não suportada em C e que não é separatriz fraca
de sela-nó.

Demonstração. Com efeito, se não há sela-nó em Sing(F) ∩ (C − Sing(C))

com separatriz fraca suportada em C, então o Teorema 4.1.1 implica na

existência de ponto singular da folheação em Sing(F) ∩ (C − Sing(C)) por

onde passa separatriz não suportada em C e que não é separatriz fraca de

sela-nó. Caso contrário, se existe sela-nó em Sing(F) ∩ (C − Sing(C)) com

separatriz fraca suportada em C, então a separatriz forte não está suportada

em C.
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4.2 O Teorema da Separatriz

Seja F uma folheação holomorfa singular numa superfície complexa X. Su-

ponhamos que F deixa invariante uma curva C =
∑n

i=1Ci com as seguintes

propriedades já costumeiras:

1. C1, ..., Cn são curvas suaves;

2. todas as singularidades de F em C são reduzidas;

3. Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj são singularidades reduzidas não degeneradas

de F .

Particularmente interessante é estudar o caso em que a representação

ρ = ρ(F ,C) associada a uma curva excepcional é trivial. Relembremos a

noção:

De�nição 4.2.1 (Curvas Excepcionais). Uma curva conexa, compacta, re-

duzida C numa superfície não singular X é chamada excepcional se existe

um bimeromor�smo π : X → Y tal que C é excepcional para π, i.e., se existe

uma vizinhança aberta U de C em X, um ponto y ∈ Y , e uma vizinhança

V de y em Y , tal que π leva U −C biholomor�camente sobre V −{y}, onde
π(C) = y. Também iremos expressar essa situação dizendo que C é contraída
em y.

Então nos será útil o seguinte resultado clássico:

Teorema 4.2.2 (Grauert's criterion, [1], página 91). Uma curva conexa,
compacta, reduzida C =

∑n
i=1Ci com componentes irredutíveis Ci numa su-

perfície lisa é excepcional se, e somente se, a matriz de interseção [Ci ·Cj] é
negativa de�nida.

Veremos agora o que podemos concluir supondo trivialidade da represen-

tação residual e excepcionalidade da curva. O teorema abaixo é de fato uma

consequência direta do Corolário 4.1.2, pois toda matriz negativa de�nida

é invertível, mas preferimos dar uma prova independente, porém no mesmo

espírito.

Teorema 4.2.3. Se a curva C é compacta e excepcional e a representação
ρ = ρ(F ,C) é trivial, então existe ao menos uma singularidade p ∈ Sing(F)∩
(C − Sing(C)) e separatriz passando por p não suportada em C e que não é
separatriz fraca de sela-nó.
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Demonstração. Se a representação ρ é trivial (equivalentemente se σ é tri-

vial), então existem λ1, ..., λn ∈ C∗ tais que

CS(F , Cj, pij) = −λij = −λi/λj

se i < j. Logo, sendo pij singularidade reduzida não degenerada de F , temos

CS(F , Cj, pij) = −λi/λj

e

CS(F , Ci, pij) = −λj/λi.

Consideremos o C-divisor

R =
n∑
i=1

λiCi.

Suponhamos, por absurdo, a não existência de separatriz não suportada

em C que não é separatriz fraca de sela-nó passando por singularidade da

folheação em C − Sing(C) = C −
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj. Assim, os possíveis pontos

singulares em C−
⋃
i 6=j Ci∩Cj são selas-nós com separatriz forte em uma das

componentes de C e separatriz fraca (se existe) não suportada em C, logo o

índice de Camacho-Sad nesses pontos é nulo ao longo de C. Portanto, como

já tivemos ocasião de calcular noutra ocasião, vale

R · Cj =
n∑
i=1

λiCi · Cj

= λj(C
2
j +

∑
i 6=j

λi
λj
Ci · Cj)

= λj(C
2
j −

∑
i 6=j

CS(F , Cj, pij)Ci · Cj)

= λj(C
2
j − CS(F , Cj))

= 0

para j = 1, ..., n.

Podemos escrever

R = R1 +
√
−1R2

onde R1 e R2 são R-divisores. Então

R · Cj = 0⇒ R1 · Cj +
√
−1R2 · Cj = 0
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logo R1 · Cj = 0 e R2 · Cj = 0, para j = 1, ..., n. Isto implica R2
1 = 0 e

R2
2 = 0. Mas R 6= 0, logo R1 6= 0 ou R2 6= 0, portanto a matriz de interseção

[Ci · Cj]i 6=j não é negativa de�nida, contrariando a excepcionalidade de C,

pelo Critério de Grauert acima.

Como consequência temos um critério para existência de separatriz em

superfície singular (normal).

Corolário 4.2.4. Seja F uma folheação na superfície singular normal X.
Seja π : Y → X aplicação bimeromorfa que resolve a singularidade p e tal que
a folheação induzida G = π∗F é reduzida. Suponhamos que exista uma sub-
curva conexa C =

∑n
i=1Ci ⊂ E = π−1(p) tal que a folheação G é reduzida

não degenerada nos cruzamentos Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj e G não possui

separatriz fraca de sela-nó suportada em C. Se a representação ρ = ρ(G,C) é
trivial, então F possui separatriz passando por p.

Demonstração. A curva C é excepcional, logo estamos em condições de apli-

car o Teorema 4.2.3. Assim, existe singularidade q ∈ C − Sing(C) e sepa-

ratriz (de G) passando por q mas não suportada em E (pelas hipóteses do

enunciado). Tal separatriz projeta-se pela aplicação π numa separatriz de F
passando por p.

Corolário 4.2.5 (Generalização do Teorema da Separatriz por Camacho,

[5]). Seja F uma folheação na superfície singular normal X. Seja E o divisor
excepcional obtido pela resolução da singularidade p ∈ X seguida da redução
de singularidades da folheação. Se o grafo dual de E é uma árvore, então
existe separatriz passando por p.

Demonstração. Com efeito, basta mostrarmos que existe sub-curva conexa

C ⊂ E nas condições do enunciado do Corolário anterior, pois tal sub-curva

também terá grafo dual contrátil, logo a representação ρ(G,C) será trivial.

Seguimos um argumento de M. Toma em [32]. Seja Λ ⊂ Γ o subgrafo

consistindo da união das arestas de Γ que não conectam vértices por um

cruzamento em sela-nó, ou seja, retiramos de Γ as arestas que correspondem

aos cruzamentos em sela-nó. Notamos que retirar uma dessas arestas divide

um grafo contrátil em duas componentes, uma correspondendo à componente

da separatriz forte e outra correspondendo à componente da separatriz fraca.

Fazendo esse processo de remoção de aresta indesejada e sempre �xando a

componente que resta correspondente à separatriz forte, ao �nal obtemos uma
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componente conexa Γ0 ⊂ Λ sem vértices que são separatrizes fracas. Então

Γ0 é o grafo dual de uma sub-curva C com a propriedade desejada.

Em particular, resulta o importante

Corolário 4.2.6 (Teorema da Separatriz de Camacho e Sad, [7]). Sejam F
folheação na superfície lisa X e p ∈ Sing(F). Então existe separatriz de F
passando por p.

Observação 4.2.7. Agora vamos analisar o que ocorre em geral sem impor a

trivialidade da representação residual. Antes relembremos alguns fatos sobre

grafos �nitos.

Teorema 4.2.8 (Theorem 4.2 de [21]). Seja Γ um grafo. Então toda árvore
contida em Γ está contida numa árvore maximal contida em Γ.

Teorema 4.2.9 (Theorem 4.2 de [21]). Seja Γ um grafo e seja T um
subgrafo de Γ que é uma árvore. Então T é maximal se, e somente se,
contém todos os vértices de Γ.

Seja, como antes, Γ o grafo dual da curva C. Se considerarmos a árvore

maximal T ⊂ Γ, então todas as arestas de Γ estão em T . Logo T é o grafo

dual da curva C =
∑n

i=1Ci com a exclusão de b1(Γ) arestas (cruzamentos de

componentes de C), onde b1(Γ) é o primeiro número de Betti de Γ. Agora

fazemos blow-up em todos os pontos de cruzamento ignorados pela árvore T .

Obtemos assim que o grafo dual Λ do transformado estrito C̃ =
∑n

i=1 C̃i de

C é contrátil.

Suponhamos que a folheação reduzida F não possui sela-nó na curva

invariante C. Como D̃ = C̃ + Sep(G, C̃) tem grafo dual contrátil, então a

representação ρ(G,D̃) : Λ→ C∗ é trivial. Podemos escrever

Sep(G, C̃) = E1 + ...+ E2b1(Γ) + S̃1 + ...+ S̃m

onde os germes de separatrizes E1,..., E2b1(Γ) vem do divisor excepcional e

S̃1,..., S̃m se projetam nos germes de separatrizes S1,..., Sm passando por

C. Por construção, C̃ está nas mesmas hipóteses de antes para C (ausência

de sela-nó), mas agora já temos de início que #Sep(G, C̃) ≥ 2b1(Γ). Mais

precisamente

m = #Sep(F , C) = #Sep(G, C̃)− 2b1(Γ) ≥ 0

Pelo Teorema 4.1.1 deduzimos o
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Teorema 4.2.10. Se µ1, ..., µn são os resíduos de ρ(G,D̃) ao longo de C̃,
ν1, ..., νr ao longo de E1 + ... + E2b1(Γ) e δ1, ..., δm ao longo de S̃1 + ... + S̃m,
isto é, o divisor residual é

R = Res(G, D̃) =
n∑
i=1

µiC̃i +

2b1(Γ)∑
j=1

νjEj +
m∑
k=1

δkSk.

Então, se a matriz de interseção [Ci · Cj]ij de C é negativa de�nida (isto é,
C é excepcional), obtemos

#Sep(F , C) = m ≥ dimQ(
n∑
i=1

µiQ +

2b1(Γ)∑
j=1

νjQ +
m∑
k=1

δkQ)− 2b1(Γ) ≥ 0

4.3 Representação Residual Torção e Separa-

trizes

Começamos com o conhecido truque do recobrimento em sua versão mais

simples (não rami�cado).

Proposição 4.3.1. Sejam X uma variedade complexa e L um �brado linear
sobre X de ordem k > 0 em Pic(X), isto é, k é o menor inteiro positivo para
o qual L⊗k é trivial. Então existe um recobrimento regular de ordem k cíclico
g : Y → X tal que g∗L é trivial.

Demonstração. Seja τ : L → X a projeção do �brado. Consideremos uma

seção trivializante s de L⊗k e seja a aplicação f : L→ L⊗k dada por

f(v) = v⊗k = v ⊗ ...⊗ v

(k vezes).

Então Y = f−1(s(X)) ⊂ L é uma subvariedade de L e a projeção

g = τ |Y : Y → X

é um recobrimento regular de ordem k cíclico (para generalização desta cons-
trução, veja [1], página 54). Os automor�smos de recobrimentos são as restri-

ções a Y dos automor�smos de �brado em L correspondentes a multiplicação

por raízes k-ésimas da unidade.

Por construção, o �brado g∗L é trivial. Com efeito, a própria inclusão

de Y em L nos fornece uma seção global trivializante de g∗L, pois cada
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elemento v ∈ Y ⊂ L é não-nulo como elemento de L e, portanto, é não nulo

como elemento de g∗L.

g∗L �
� //

��

τ ∗L //

��

L
f //

τ

��

L⊗k

��
Y �
� inclusão //

g

55L
τ // X X

Relembremos também o seguinte resultado da Geometria Complexa:

Teorema 4.3.2 (Grauert, Satz 5, [11] página 340). Seja A um subconjunto
analítico conexo e compacto da variedade analítica X. Então A é excepcional
se, e somente se, possui uma vizinhança estritamente pseudoconvexa G em
X tal que A é o subconjunto analítico compacto maximal de G.

Como consequência, no caso particular que nos interessa, obtemos o se-

guinte fato: se g : Y → X é um recobrimento �nito da superfície complexa

X e C ⊂ X é uma curva excepcional, então g−1(C) é uma curva excepcional

em Y .

Suponhamos que a folheação F deixa invariante uma curva C =
∑n

i=1Ci

tal que:

1. C1, ..., Cn são curvas suaves;

2. todas as singularidades de F em C são reduzidas não degeneradas.

Com essas hipóteses, obtemos uma versão do Teorema 4.2.3 no caso em que

a representação residual é de torção.

Teorema 4.3.3. Se a curva F-invariante C =
∑n

i=1Ci ⊂ X é compacta e
excepcional e a representação ρ = ρ(F ,C) é torção de ordem k, então existe ao
menos uma singularidade p ∈ Sing(F)∩(C−Sing(C)) e separatriz passando
por p, não suportada em C.

Demonstração. Seja F = Fρ = N∗F ⊗ OX(C)|C o �brado linear sobre C

associado a ρ (veja a subseção 3.3) e consideremos uma extensão C∗-plana L
de F a uma vizinhança U de C de modo que L⊗k é trivial. Então, pelo truque

do recobrimento exibido inicialmente, obtemos um recobrimento cíclico de

ordem k de uma superfície Y sobre X, digamos g : Y → X, com g∗L trivial.
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Sejam G = g∗F e D =
∑kn

j=1Dj = g−1(C). Assim

N∗G ⊗OX(D)|D = g∗F = g∗L|D = OD

logo a representação ρ̃ = ρ(G,D) é trivial. (Reveja a subseção 3.3 e a Proposi-

ção 3.3.2.) Pelo Teorema 4.3.2, a curva D é excepcional. Logo, do Teorema

4.2.3, existe separatriz por ponto de Sing(G)∩ (D−Sing(D)) não suportada

em D. Tal separatriz projeta-se por f em separatriz de F com as proprieda-

des desejadas.

4.4 Folheações com Feixe Normal Q-Gorenstein

Um feixe S numa superfície singular é dito Q-Gorenstein se existe um inteiro

positivo k > 0 tal que a k-ésima potência S⊗k é localmente trivial (mesmo

nas singularidades).

Nosso objetivo agora é provar o Teorema 1 da Introdução:

Teorema 4.4.1 (Teorema 1). Seja F uma folheação na superfície singular
normal X. Seja f : Y → X aplicação bimeromorfa que resolve a singulari-
dade p e tal que a folheação induzida G = π∗F é reduzida em E = f−1(p).
Se G não possui sela-nó no divisor excepcional E e o feixe normal de F é
Q-Gorenstein, então F possui separatriz passando por p.

Antes desenvolvemos alguns resultados preliminares. Primeiro, necessi-

taremos do seguinte resultado:

Lema 4.4.2 (Lemma 5 de [33]). Sejam X uma superfície compacta com-
plexa não singular, K um subconjunto compacto de X e E um �brado vetorial
holomorfo sobre X. Se X −K é estritamente pseudoconvexo, então toda se-
ção s de E sobre X −K pode ser extendida a uma seção meromorfa s̃ sobre
o X inteiro.

Proposição 4.4.3. Seja F uma folheação na superfície singular normal X.
Seja f : Y → X aplicação bimeromorfa que resolve a singularidade p. Se o
feixe normal de F é Q-Gorenstein, então, em vizinhança V de E,

N⊗kG |V = OY (
n∑
i=1

aiEi)|V

onde k é o menor inteiro para o qual N⊗kF é trivial em vizinhança de p,
os ai são números inteiros e f−1(p) = E =

∑n
i=1Ei, cada Ei sendo uma

componente irredutível.
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Demonstração. Primeiro notamos que, do Teorema 4.3.2, o divisor excepci-

onal E possui uma vizinhança estritamente pseudoconvexa V . E para uma

vizinhança su�cientemente pequena U de p, o feixeN⊗kF é trivial. Diminuindo

U e V se necessário, podemos assumir f−1(U) = V .

Como N⊗kG = f ∗N⊗kF é trivial em V −E, então existe uma seção holomorfa

sem zeros s do �brado N⊗kG em V −E. O Lema 4.4.2 acima implica que existe

extensão meromorfa s̃ de s a V , a qual terá polos ou zeros ao longo de E, o

que demonstra o teorema.

Lema 4.4.4. Seja G folheação reduzida em Y e tangente à curva E =∑m
i=1 Ei, onde cada Ei é uma curva suave em Y . Suponhamos que G não

possui sela-nó em E e que

E ∩ Sing(G) = Sing(E) =
⋃
i 6=j

Ei ∩ Ej.

Se
N∗G ⊗OY (E)|⊗kE = OE

para algum inteiro k > 0, então a matriz de interseção de E não é negativa
de�nida (E não é excepcional).

Demonstração. Se vale N∗G ⊗OY (E)|⊗kE = OE, então, pela Proposição 3.3.2,

a representação ρ(G,E) é torção. Segue do Teorema 4.3.3 que E não pode ser

excepcional.

Demonstração do Teorema 4.4.1. Suponhamos, por absurdo, que não

há ponto singular de G em E − Sing(E). Sendo NF um feixe Q-Gorenstein,
resulta da Proposição 4.4.3 que, em vizinhança de E,

N⊗kG = OY (
n∑
i=1

aiEi)

onde k > 0 e os ai são números inteiros e E =
∑n

i=1 Ei, cada Ei sendo uma

componente irredutível.

Como não há sela-nó em E, então, pela fórmula de interseção com o

�brado normal dada no Teorema 2.1.12, vale

NG · Ej = E · Ej

ou seja,

(NG − E) · Ej = 0
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para j = 1, ..., n. Então

(
n∑
i=1

aiEi − kE) · Ej = 0

ou seja,

(
n∑
i=1

(ai − k)Ei) · Ej = 0

para j = 1, ..., n. Logo

(
n∑
i=1

(ai − k)Ei)
2 = 0.

Portanto, como a matriz de interseção de E é negativa de�nida (Critério

de Grauert 4.2.2), ai = k para todo i = 1, ..., n, ou seja

N⊗kG = OY (k
n∑
i=1

Ei) = OY (kE)

contrariando o Lema 4.4.4. Logo, existe ponto singular de G em E−Sing(E)

e, sendo tal ponto uma singularidade reduzida não degenerada, existe separa-

triz pelo mesmo que não está contida em E, a qual projeta-se em separatriz

de F passando por p.

A demonstração do teorema acima nos permite enunciar um resultado

mais geral.

Teorema 4.4.5. Seja F uma folheação na superfície singular normal X.
Seja f : Y → X aplicação bimeromorfa que resolve a singularidade p e tal
que a folheação induzida G = f ∗F é reduzida em E = f−1(p). Se G não
possui sela-nó no divisor excepcional E e

NG|⊗kE = OY (
n∑
i=1

aiEi)|E

onde a1, ..., an ∈ Z. Então F possui separatriz passando por p.

Uma pergunta natural que surge é se poderíamos supor que o feixe tan-

gente TF é Q-Gorenstein e obter, nas hipóteses do Teorema 1, existência de

separatriz. Conforme [13], exemplos naturais respondendo negativamente à

questão surgem de campos vetoriais em superfícies de Kato intermediárias.
Superfícies de Kato intermediárias possuem um divisor D (o divisor redu-

zido maximal de curvas racionais) com suporte conexo e matriz de interseção
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negativa de�nida. Algumas delas admitem um campo de vetores holomorfo

global v. Como a matriz de interseção é negativa de�nida, então D é inva-

riante pelo campo v. Tais campos vetorias são bem entendidos e sabemos

que em vizinhança de D as únicas singularidades de v estão em D e qualquer

germe de curva invariante passando por D está suportado em D. Assim,

contraindo D num ponto p, obtemos uma superfície singular (em p) admi-

tindo um campo de vetores holomorfo sem separatriz passando por p. Ou

seja, uma folheação F numa superfície singular sem separatriz passando por

p, mas cujo feixe tangente TF é Gorenstein.

IMPA 46 Março, 2017



CAPÍTULO 5

Folheações Especiais

5.1 Logaritmicidade

Em [4], M. Brunella prova o seguinte resultado, baseado num teorema de

Deligne:

Teorema 5.1.1 (Proposition 10 de [4]). Seja X superfície compacta Kähler
com a propriedade que o "mor�smo de classe de Chern real"H1(X,O∗) →
H2(X,R) é injetivo. Seja F uma folheação em X tangente à curva não
dicrítica C tal que

1. existem m1, ...,mN ∈ Z tais que (
∑N

k=1 mkCik)2 > 0;

2. NF · C = C2;

3. C2 ≤ (NF)2.

Então F é gerada por uma 1-forma meromorfa fechada Ω tendo C como
divisor polar de primeira ordem.

Inspirados pelo resultado acima, a seguir damos uma condição su�ciente

para que uma folheação logarítmica em (X,C) seja dada por uma 1-forma

logarítmica fechada em vizinhança de C:

Teorema 5.1.2. Seja X superfície compacta. Seja F folheação reduzida em
X e tangente à curva C =

∑n
i=1 Ci, onde cada Ci é uma curva suave em X.

Suponhamos que F não possui sela-nó em C e que
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1. existem m1, ...,mN ∈ Z tais que (
∑N

k=1 mkCik)2 > 0;

2. N∗F ⊗OX(C)|C = OC;

3. C2 ≤ (NF)2.

Então existe 1-forma logarítmica fechada em vizinhança U de C que de�ne
a folheação nesta vizinhança.

Demonstração. Seja o �brado conormal logarítmico L = N∗F ⊗ OX(C). Os

itens (2) e (3) implicam

L2 ≥ 0.

Pelo item (2), temos L · Ci = 0 para i = 1, ..., n, logo

L ·
N∑
k=1

mkCik =
N∑
k=1

mkL · Cik = 0.

Considerando o item (1), o Teorema do Índice de Hodge implica

L2 ≤ 0.

Portanto L2 = 0 e, novamente pelo Teorema do Índice de Hodge, a classe de

Chern de L é zero. Logo o �brado L é S1-�at (Corollary 2.6 de [26]) e, de

L|C = OC , segue a trivialidade de L em vizinhança de C.

Seja ω uma 1-forma logarítmica em vizinhança U de C de�nindo L|U .
Como C é compacta, os resíduos ao longo de Ci, i = 1, ..., n, são constantes,

logo dω é uma 2-forma holomorfa em U .

Assim, existem 1-formas logarítmicas ωi de�nindo a folheação, com polos

ao longo de C e dωi holomorfa, tais que

ωi = µijωj

onde µij ∈ S1 (notemos que agora i ∈ I são outros índices e não necessaria-

mente i = 1, ..., n; mas coloquemos 0 ∈ I, ω0 = ω). Desse modo

dωi ∧ dω̄i = dωj ∧ dω̄j

nos fornece uma 4-forma real Ω em X e

ωi ∧ dω̄i = ωj ∧ dω̄j

é uma 3-forma real Θ em X tal que

Ω = dωi ∧ dω̄i = d(ωi ∧ dω̄i) = dΘ.
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Como X é compacta, o Teorema de Stokes implica∫
X

Ω =

∫
X

dΘ = 0

Escrevendo localmente dωi = fidz1 ∧ dz2 e

Ω = dωi ∧ dω̄i = −|fi|dz1 ∧ dz̄1 ∧ dz2 ∧ dz̄2 = |fi|dx1 ∧ dy1 ∧ dx2 ∧ dy2

(com zj = xj +
√
−1yj, j = 1, 2) concluímos que Ω = 0 e, portanto, dωi = 0

para todo i ∈ I. Em particular, a 1-forma logarítmica ω é fechada.

Por outro lado, vale uma assertiva "dual"ao teorema anterior, isto é,

partindo de uma folheação bem comportada em vizinhança de uma curva C,

deduzimos a existência de outra folheação (global) dada por uma 1-forma

logarítmica fechada global em X com polos em C. O argumento principal

provem de J. V. Pereira (Proposition 2.2 de [25]).

Teorema 5.1.3. Seja X superfície compacta e U ⊂ X um aberto. Seja F
folheação reduzida em U e tangente à curva C =

∑n
i=1 Ci ⊂ U , onde cada

Ci é uma curva suave em X. Suponhamos que F não possui sela-nó em C e
que

1. existem m1, ...,mN ∈ Z tais que (
∑N

k=1 mkCik)2 > 0;

2. N∗F ⊗OX(C)|C = OC;

Então existe 1-forma logarítmica fechada de�nida em X com divisor polar
C.

Demonstração. Se vale N∗F ⊗ OX(C)|C = OC , então, pela Proposição 3.2.1,

a representação ρ(F ,C) é trivial. Assim, existem δ1, ..., δn ∈ C∗ tais que o

C-divisor R =
∑n

i=1 δiCi cumpre

R · Ci = 0

para i = 1, ..., n. Escrevendo

R = R1 +
√
−1R2

onde R1 e R2 são R-divisores, temos

R1 · Ci = 0
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e

R2 · Ci = 0

para i = 1, ..., n. Em particular, R1 ·
∑N

k=1mkCik = 0 e R2 ·
∑N

k=1mkCik = 0.

Assim, pelo Teorema do Índice de Hodge, a classe de Chern de R é zero

(vista como elemento em H2(X,C)). Vamos mostrar que existe 1-forma

logarítmica em X com divisor polar C e resíduo R. Com efeito, da sequência

exata

0→ Ω1
X → Ω1

X(logC)→
n⊕
i=1

OCi
→ 0

obtemos por sequência exata longa em cohomologia a aplicação de cobordo
n⊕
i=1

C =
n⊕
i=1

H0(Ci,OCi
)→ H1(X,Ω1

X)

a qual leva uma escolha de resíduos a um cociclo de 1-formas logarítmicas

ηij = ηi−ηj, onde ηi ∈ Ω1
X(logC)(Ui) é uma 1-forma logarítmica no conjunto

aberto Ui com os resíduos prescritos. (Do Teorema de Decomposição de

Hodge, H1(X,Ω1
X) ' H1,1(X) ⊂ H2(X,C), ou seja, a aplicação acima dá a

classe de Chern de um C-divisor.) Se o cociclo ηij é cohomólogo a zero então

ηi − ηj = βi − βj

para 1-formas holomorfas fechadas βi ∈ Ω1
X(Ui).

Portanto, as 1-formas

ηi − βi = ηj − βj
determinam uma 1-forma logarítmica de�nida em X tangente a C e com

resíduo R. Resulta das considerações feitas na prova do teorema anterior

que essa 1-forma obtida é fechada.

Observação 5.1.4. Se vale o item 1 do teorema acima e existe um C-divisor
R tal que R · Ci = 0, i = 1,..., n, então segue a conclusão do teorema.

5.2 Três Folheações Muito Especiais

Conforme mencionado na Introdução, nem toda folheação adimite um modelo

minimal e vale o

Teorema 5.2.1 (Theorem 1, [2], página 75). Seja F uma folheação holo-
morfa numa superfície compacta X sem modelo minimal. Então F é bime-
romor�camente equivalente a uma folheação na lista abaixo:
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1. �bração racional;

2. folheação de Riccati não trivial;

3. a folheação muito especial descrita na página 58 de [2].

E a folheação do item (3) é especial no sentido que vale o resultado a

seguir.

Teorema 5.2.2 (Proposition 3, [2], página 60). Seja F uma folheação
numa superfície compacta complexa X e seja C ⊂ X uma curva racional
nodal com um único nó p, invariante por F e com C2 = C ·C = 3. Suponha
que p é uma singularidade reduzida não degenerada de F e que é a única
singularidade de F em C. Então F é única a menos de transformações
birracionais.

A partir de agora, o teorema principal a ser demonstrado (no próximo

capítulo) é o

Teorema 5.2.3 (Teorema 3). Seja F uma folheação numa superfície com-
pacta complexa X e seja C ⊂ X um link para F . Então temos apenas três
possibilidades, cada uma única a menos de transformações birracionais:

1. C2 = 1 e F é birracional a uma folheação E1 em Bl3(P2)/α, onde
α ∈ Aut(Bl3(P2)) e Bl3(P2) é um blow-up de P2 em três pontos não
colineares;

2. C2 = 2 e F é birracional a uma folheação E2 em P1 × P1/β, β ∈
Aut(P1 × P1);

3. C2 = 3 e F é birracional a uma folheção E3 em P2/γ (folheação muito
especial de Brunella), γ ∈ Aut(P2).

Note que estamos trabalhando livremente com folheções em superfícies

singulares.

A seguir veremos a descrição das três folheações citadas no teorema acima.

5.2.1 A Folheação Muito Especial de Brunella

Seja L a folheação linear em P2 dada em coordenadas a�ns pela 1-forma

ω = λydx− xdy = (
1±
√
−3

2
)ydx− xdy.
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Essa folheação possui um ciclo de três linhas invariantes C1 +C2 +C3. Além

disso, a folheação L é γ-invariante, onde γ : (s : t : u) 7−→ (u : s : t) pertence

a Aut(P2).

A folheação quociente E3 = L/γ obtida tomando o quociente de (P2,L)

pelo grupo gerado por γ é, por de�nição, a folheação muito especial de Bru-
nella (veja [2, Chapter 4]).

Notemos que a escolha de λ não afeta a classe birracional de E3, pois a

involução (x, y) 7→ (y, x) conjuga as duas possíveis constuções.

Figura 5.1: Folheação Muito Especial de Brunella.

5.2.2 Segunda Folheação Muito Especial

Consideremos a folheção M em P1 × P1 dada em coordenadas a�ns (x, y)

pela 1-forma linear

ω = λydx− xdy = ±
√
−1ydx− xdy.

onde λ = ±
√
−1. Então é invariante o ciclo de quatro linhas

(P1 × {0}) + (P1 × {∞}) + ({0} × P1) + ({∞} × P1),

no qual as únicas singularidades são os pontos de cruzamento, cada uma

sendo reduzida não degenerada. O automor�smo de ordem 4

β : (u : v, z : w) 7→ (z : w, v : u).

é tal que, em coordenadas a�ns (x, y), β(x, y) = (y, 1
x
) e

β∗ω = β∗(λydx− xdy) = λ
1

x
dy − y(− 1

x2
)dx,
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portanto, como λ = ±
√
−1,

ω ∧ β∗ω = (λydx− xdy) ∧ (λ
1

x
dy +

y

x2
dx) = (λ2 + 1)

y

x
dx ∧ dy = 0.

Notemos que β permuta ciclicamente o ciclo de quatro linhas

(P1 × {0}) + (P1 × {∞}) + ({0} × P1) + ({∞} × P1).

Então a folheação quociente E2 obtida tomando-se o quociente de (P1×P1,M)

pelo grupo gerado por β é a folheação desejada, isto é, E2 tem um link de

auto-interseção 2.

Figura 5.2: Segunda Folheação Muito Especial.

Novamente a escolha de λ não afeta a classe birracional de E2, pois a

involução (u : v, z : w) 7→ (z : w, u : v) conjuga as duas possíveis construções.

5.2.3 Terceira Folheação Muito Especial

Seja L e γ como na subseção 5.2.1. Relembremos que L tem um ciclo inva-

riante de três linhas C1 + C2 + C3, onde Ci = {[z1 : z2 : z3] ∈ P2|zi = 0},
i = 1, 2, 3. Consideremos a transformação de Cremona padrão

f : P2 99K P2,

f([z1 : z2 : z3]) = [z2z3 : z1z3 : z1z2].

Notemos que L é f -invariante.

Se �zermos blow-up nos três pontos de cruzamentos do ciclo L-invariante
de três linhas projetivas C1 + C2 + C3, obtemos um mor�smo birracional
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π3 : Bl3(P2) → P2 e uma folheação N = π∗3L com um ciclo de seis (−1)-

curvas racionais suaves, digamos

C̃1 + C̃2 + C̃3 + C4 + C5 + C6

no qual as singularidades de N são apenas os pontos de cruzamentos (e elas

são reduzidas não degeneradas), onde C̃i = π∗Ci, i = 1, 2, 3. Notemos que

α = π−1
3 ◦ f ◦ π3 : Bl3(P2)→ Bl3(P2)

é um automor�smo de ordem 6 que preserva a folheação e permuta ciclica-

mente o ciclo de seis curvas racionais suaves.

Figura 5.3: Terceira Folheação Muito Especial.

A folheação quociente E1 = N /α possui um link de auto-interseção 1,

logo E1 é a folheação desejada.

5.3 Folheações de Riccati

Relembremos a de�nição de folheação de Riccati.

De�nição 5.3.1. Uma folheação F numa superfície compacta é chamada

folheação de Riccati se existe uma �bração racional π : X → B (possivel-

mente com �bras singulares), onde B é uma curva complexa suave, cuja �bra

genérica é transversal a F .

Teorema 5.3.2 (Proposition 1, [2], página 51). Seja F uma folheação
numa superfície complexa compacta X se seja C ⊂ X uma curva racional
suave de auto-interseção C2 = 0. Então

1. se Z(F , C) = 0 então F é uma �bração racional;
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2. se Z(F , C) = 2 então F é uma folheação de Riccati;

3. Z(F , C) não pode ser igual a 1.

Seja então F folheação em X que é Riccati com respeito a uma �bração

π : X → B. Se R é uma �bra regular de π que é F -invariante, então
([2, Chapter 4]): existem no máximo duas singularidades em R e existem

coordenadas (x, y) ∈ D × P1 em vizinhança de R, onde D é um disco, tais

que a folheação é dada pela 1-form

ω = (a(x)y2 + b(x)y + c(x))dx+ h(x)dy.

Seja q uma singularidade de ω. Após uma mudança na coordenada y,

podemos supor q = (0, 0). Escrevendo h(x) = hkx
k + ..., onde k > 0 e

hk 6= 0, de�nimos a multiplicidade da �bra R como l(F , R) = k.

A seguinte de�nição nos será útil, pois destaca uma propriedade que nos

ajudará a ter uma ideia do que acontece numa redução de singularidades de

folheações de Riccati (conforma o lema que veremos logo mais).

De�nição 5.3.3. Seja F uma folheação numa superfíce complexa X. Uma

singularidade p ∈ X de F será dita efetiva se o divisor excepcional de uma

(logo todas) redução de singularidades de F em p for uma cadeia de curvas

racionais suaves L1,...,Ln tal que existe no máximo uma componente não

invariante e se Li é tal componente, então

Li ∩ Lj 6= ∅⇒ Sing(F̃) ∩ Lj = 1− δij

onde F̃ é a folheação reduzida e δij é o delta de Kronecker, isto é, δii = 1 e

δij = 0 se i 6= j.

Suponhamos que a parte linear de um campo de vetores que gera F em

vizinhança da singularidade p tem multiplicidade algébrica 1. Então, pela

forma canônica de Jordan, esta parte linear é dada por uma das seguintes

matrizes:

(1)

(
λ 0

0 0

)
, λ ∈ C∗; (2)

(
λ1 0

0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ C∗;

(3)

(
λ 1

0 λ

)
, λ ∈ C∗; (4)

(
0 1

0 0

)
.

Seja π um blow-up em p. As três proposições seguintes são de fácil veri-

�cação.
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Figura 5.4: Singularidade efetiva.

Proposição 5.3.4. Se p é uma singularidade de tipo (2) com λ1 = λ2 = λ,
então o divisor excepcional de π é não invariante e não tem singularidade de
π∗F .

Figura 5.5: Blow-up tipo 2 com λ1 = λ2.

Proposição 5.3.5. Se p é uma singularidade de tipo (2) com λ1 6= λ2, então
o divisor excepcional de π é invariante e tem duas singularidades de π∗F ,
cada uma de tipo (2), com autovalores λ1 − λ2, λ2 e λ1, λ2 − λ1, respectiva-
mente.
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Figura 5.6: Blow-up tipo 2 com λ1 6= λ2.

Proposição 5.3.6. Se p é uma singularidade de tipo (3), então o divisor
excepcional de π é invariante e tem apenas uma singularidade de π∗F , de
tipo (1).

Figura 5.7: Blow-up tipo 3.

Notemos que se p é de tipo (1), então p é reduzida e portanto é uma

singularidade efetiva (sindularidade não dicrítiva é efetiva). Combinando as

três proposições precedentes, podemos concluir a seguinte

Proposição 5.3.7. Se p é uma singularidade de tipo (1), (2) ou (3), então
p é efetiva.

Agora voltemos ao caso de F ser folheação de Riccati. Primeiro, notemos

que, por [2, Chapter 3, páginas 55-56], se p possui parte linear não trivial

e nilpotente (tipo (4)), então p é não dicrítica, logo p é efetiva.

Portanto:
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Figura 5.8: Redução de singularidade nilpotente de folheação de Riccati.

Proposição 5.3.8. Se p = (0, 0) é uma singularidade (de folheação de Ric-
cati) com parte linear não trivial, então q é efetiva.

Em geral vale o

Lema 5.3.9. Seja p = (0, 0) singularidade da folheação de Riccati F e
τ : Y → X uma redução de singularidades em p. Se R é a �bra invari-
ante passando por p, seja S = τ−1(R) = D1 + ...+Dm, onde cada Di é uma
curva racional suave. Então existe no máximo uma componente irredutível
não invariante pela folheação e se Dk é tal componente, então cada compo-
nente conexa de

∑
i 6=kDi possui uma componente irredutível com apenas uma

singularidade de F .

Demonstração. Como antes, a folheação é dada, em coordenadas convenien-

tes, pela 1-forma

ω = (a(x)y2 + b(x)y + c(x))dx+ h(x)dy.

Se a parte linear de ω em p é não trivial, o resultado segue da Proposição

5.3.8.

Então supomos que a parte linear de ω em p é trivial. Logo

b(0) = c(0) = c′(0) = 0
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e

l(F , R) = k > 1.

Como Sing(ω) ⊂ Sing(F) tem codimensão dois em X, temos a(0) 6= 0.

Portanto ω tem multiplicidade algébrica dois em p. Como b(0)2−4a(0)c(0) =

0, p é a única singularidade de F em R. O blow-up em p possui em R′∩E ′ (E ′

é o divisor excepicional e R′ é o transformado estrito de R) uma singularidade

de tipo d(xy) = 0 e nenhuma mais em R′. Se colapsarmos R′, então E ′

se torna uma nova �bra R1 de uma nova �bração racional, invariante por

uma nova folheação de Riccati F1. Desta forma, existem no máximo duas

sinfgularidades de R1, mas agora l(F1, R1) < l(F , R) = k.

Figura 5.9: Transformação Elementar.

Esse procedimento será chamado transformação elementar com centro p.

Após um número �nito de transformações elementares σ1 : X = X0 99K X1,

σ2 : X1 99K X2,..., σm : X(m−1) 99K Xm, obtemos folheações de Riccati F1 =

(σ1)∗F em X1,..., Fm = (σm)∗Fm−1 em Xm e �bras invariantes R1 em X1,...,

Rm em Xm de modo que a folheação Fm possui uma �bra invariante Rm tal

que uma 1-forma geradora para a folheação tem multiplicidade algébrica um.

Ou seja, se ωm é tal 1-forma, então

ωm = (am(x)y2 + bm(x)y + cm(x))dx+ hm(x)dy.

com cm(0) = hm(0) = 0, mas bm(0) 6= 0 ou c′m(0) 6= 0 ou h′m(0) 6= 0. Então

a singularidade pm = (0, 0) é efetiva pela Proposição 5.3.8. Possivelmente
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exista uma segunda singularidade qm na �bra Rm, no entanto, apenas uma

delas pode ser dicrítica e vamos supor que, se ocorre, pm é a dicrítica.

Figura 5.10: Fibra invariante possui no máximo duas singularidades e no

máximo uma delas é dicrítica.

Se σ = σm ◦ ... ◦ σ1 : X 99K Xm, temos a fatoração dada pelo diagrama a

seguir

Y
π1

||
π2
��

X = X0 σ
// Xm

onde π1 e π2 são obtidas por sequência de blow-ups e π1 é birregular de

Y − π−1
1 (p) sobre X − {p} e π2 é birregular de Y − π−1

2 (q) sobre X − {q},
onde q 6= pm.

Seja G a folheação induzida em Y , isto é, G = π∗1F = π∗2Fm. Seja p̃ ∈ Y
tal que π−1

2 (pm) = {p̃}. Como pm é efetiva, então p̃ é uma singularidade

efetiva de G. Notemos que π−1
1 (p)∪ π−1

2 (q) é G-invariante e G é não dicrítica

nas singularidades sobre π−1
1 (p) ∪ π−1

2 (q)− {p̃}.
Seja ρ : Z → Y uma redução de singularidades de G em p̃ e possivelmente

em outra singularidade q̃, não dicrítica, se #Sing(Fm) ∩ Rm = 2. Então ρ

tem a propriedade dada pela De�nição 5.3.3 porque p̃ é efetiva (e q̃, se existe,

é não dicrítica). Seja τ = π1 ◦ ρ e notemos que essa é uma redução de singu-

laridades em p. Observemos que π−1
1 (p) possui uma componente irredutível

(transformado estrito da �bra original) com apenas uma singularidade (e esta

é reduzida), conforme já observamos ao aplicar transformações elementares.

Sendo p̃ efetiva, segue o resultado.
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Figura 5.11: Redução de singularidades de folheações de Riccati.

Proposição 5.3.10. Sejam F uma folheação de Riccati e τ : Y → X uma
redução de singularidades de uma �bra invariante R. Seja S = τ−1(R) =

D1 + ... + Dm, onde cada Di é uma curva racional suave. Então existe no
máximo uma componente irredutível não invariante pela folheação e se Dk

é tal componente, então cada componente conexa de
∑

i 6=kDi possui uma
componente irredutível com apenas uma singularidade de F .

Demonstração. Se a �bra invariante R possui apenas uma singularidade da

folheação, então o resultado segue diretamente do Lema 5.3.9 acima.

Se #Sing(F)∩R = 2, então ao menos uma das duas singularidades em R

é não dicrítica. Sendo assim, o resultado segue novamente do Lema 5.3.9.

Como consequência de nossas discussões até aqui, temos a

Proposição 5.3.11 (Teorema 4). Seja F uma folheação numa superfície
complexa compacta X. Seja C = C1 + ...+Cn uma curva conexa invariante,
onde cada Ci é uma curva suave. Suponhamos que C∩Sing(F) = Sing(C) =⋃
i 6=j Ci∩Cj são singularidades reduzidas não degeneradas e #Ci∩Sing(F) >

1, i = 1, ..., n. Se F é Riccati com respeito a uma �bração racional π : X →
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B, então toda �bra de π por um ponto de C ∩ Sing(F) está completamente
suportada em C.

Demonstração. Seja p ∈ C ∩ Sing(F). Se R = π−1(π(p)) é a �bra passando

por p, podemos escrever

R = Ci1 + ...+ Cik + E1 + ...+ El

onde i1, ..., ik ∈ {1, ..., n} e E1, ..., El são curvas racionais suaves fora de

{C1, ..., Cn}, e, pelo Teorema 2.3.5, existe uma transformação bimeromorfa

σ = σm ◦ ... ◦ σ1 : X → Y

onde cada σi, i = 1, ...,m, é um blow-up num ponto pi, tal que S = σ(R) é

uma �bra regular para a �bração ρ = π ◦ σ−1(σ é contração de componentes

de R).

Notemos que se �zermos blow-up num ponto regular de uma folheação,

o divisor excepcional é invariante, com apenas uma singularidade, do tipo

d(xy) = xdy + ydx.

Figura 5.12: Blow-up em ponto regular.

Portanto, se pi é um ponto regular para a folheação induzida (σi ◦ ... ◦
σ1)∗F , então (σi ◦ ... ◦ σ1)−1(pi) = D1 + ... + Dr é F -invariante e existe Ds

(curva racional) tal que

#Ds ∩ (D1 + ...+ D̂s + ...+Dr) = #Ds ∩ Sing(F) = 1.

Agora, se C∩ (σi ◦ ...◦σ1)−1(pi) 6= ∅, então, como (σi ◦ ...◦σ1)−1(pi) é conexo

e F -invariante, concluímos que (σi ◦ ... ◦ σ1)−1(pi) ⊂ C, logo Ds = Cis , que

resulta na contradição

1 = #Ds ∩ Sing(F) = #Cis ∩ Sing(F) > 1.
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Então, se contrairmos (σi ◦ ... ◦ σ1)−1(pi), não afetaremos a curva C.

Asim, podemos olhar para σ como uma redução de singularidades de

σ∗(F) em S e usar a Proposição 5.3.10 para concluir: se p ∈ Ci ∩ Cj então
Ci ou Cj é uma componente de R, caso contrário teremos uma componente

não invariante de R com singularidade.

Se o conjunto {E1, ..., El} é não vazio, como R é conexo, existem Ci e Ej
componentes de R tais que Ci ∩Ej 6= ∅. Então Ej não é F -invariante. Mas

então, pela Proposição 5.3.10, a curva

Ci1 + ...+ Cik +
∑
i 6=j

Ei

é F -invariante e a componente conexa que contem Ci tem alguma compo-

nente irredutível com apenas um ponto singular da folheação, o que é ab-

surdo, pois tal componente conexa deverá estar completamente suportada

em C. Então temos {E1, ..., El} = ∅.
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CAPÍTULO 6

Rigidez das Folheações Muito Especiais

6.1 Ciclos Invariantes

A seguinte de�nição nos permitirá aplicar resultados anteriores sobre folhe-

ações de Riccati.

De�nição 6.1.1. Seja F uma folheação numa superfície complexa X. Um

(k, l)-ciclo para F é um ciclo de k > 1 curvas racionais suaves C = C1 + ...+

Ck ⊂ X tal que:

1. C2 = n > 0;

2. C2
i = l, i = 1, ..., n;

3. C é F -invariante;

4. C ∩ Sing(F) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj são singularidades reduzidas não degene-

radas de F .

Corolário 6.1.2. Seja F uma folheação numa superfície complexa compacta
X e seja C = C1 + ... + Ck ⊂ X um (k, l)-ciclo para F . Então (k, l) ∈
{(2,−1), (3,−1), (6,−1), (2, 0), (4, 0), (3, 1)}.

Demonstração. A prova é uma aplicação direta mas tediosa da Proposição

5.3.11, por meio de blow-ups nos pontos de cruzamentodo do ciclo ou blow-

downs de curvas excepcionais.
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Figura 6.1: (k, l)-ciclo.

Seja C = C1 + ... + Ck ⊂ X um (k, l)-ciclo para a folheação F em X.

Sejam Ci ∩ Ci+1 = {pi}, i = 1, ..., k − 1, e Ck ∩ C1 = {pk}, onde os k pontos

p1, ..., pk são distintos. Notemos que

C2 = (C1 + ...+ Ck)
2 = C2

1 + ...+ C2
k + 2k = kl + 2k = k(l + 2)

logo l > −2.

Se l > 0, escolhamos z ∈ Sing(C) =
⋃
i 6=j Ci ∩ Cj um ponto de cruza-

mento. Após uma sequência de l blow-ups começando em z, obtemos um

novo ciclo de curvas racionais

C̃ = El + ...+ E1 +D1 +D2 + ...+Dk

onde D2
1 = 0, E2

1 = −1, E2
2 = −2,..., E2

l = −2, D2
2 = l, D2

3 = l,..., D2
k = l− 1

(se k = 2, então D2
2 = D2

k = l − 1), e D1 ∩ E1 = {p}, D1 ∩ D2 = {q}.
Então, pelo Teorema 5.3.2, a folheação σ∗F é Riccati com respeito a uma

�bração racional que possui D1 como uma �bra regular, onde σ é a sequência

de blow-ups. Pela Proposição 5.3.11, uma �bra R passando por um ponto

em Sing(F) ∩ C̃ −D1 deve estar suportada em C̃, e tal �bra deve também

ser disjunta de D1, pois D1 também é uma �bra da mesma �bração. Isto é,

devemos ter

R ⊂ C̃ −D1 ⊂ El + ...+ E1 +D2 + ...+Dk.

ComoD1∩E1 6= ∅ eD1∩D2 6= ∅, entãoD1 e E1 não podem ser componentes

de R, logo

R ⊂ El + ...+ E2 +D3 + ...+Dk.

Se k = 2 e l = 1, então, de fato

R ⊂ E1 ∩D2 = {p}
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e obtemos uma contradição, uma vez que R não se reduz a um ponto.

Para l > 1, uma curva conexa suportada em El+...+E2+D3+...+Dk não

pode ser transformada via contrações numa curva racional de auto-interseção

zero, logo não pode ser uma �bra de uma �bração racional.

Se k > 3 e l = 1, temos

C̃ = E1 +D1 +D2 +D3 + ...+Dk

onde D2
1 = 0, E2

1 = −1, D2
2 = l = 1, D2

3 = l = 1,..., D2
k = l − 1 = 0. Neste

caso, se R é disjunto de Dk, então

R ⊂ E1 +D3 + ...+Dk−1

mas uma curva conexa suportada em E1 + D3 + ... + Dk−1 não pode ser

transformada via contrações num curva racional de auto-interseção zero.

Portanto, se l > 0, o único (k, l)-ciclo é o (3, 1)-ciclo.

Agora, suponha l = 0. Então, como C2
i = 0, i = 1, ..., k, cada Ci será

�bra de uma �bração racional. Lembremos que curvas racionais disjuntas de

auto-interseção zero são �bras da mesma �bração racional (Teorema 2.3.5),

o que implica facilmente que k < 5 (caso contrário teríamos �bras distintas

da mesma �bração racional com interseção não vazia). Se k = 3, então

teríamos três �brações racionais, o que não pode ocoorrer, uma vez que, pelos

Teoremas 2.3.4 e 2.3.5, devemos ter no máximo duas �brações. Logo as únicas

possibilidade são (k, l) = (2, 0) e (k, l) = (4, 0), por razões puramente da

geometria das superfícies regradas (na argumentação não usamos a folheação,

apenas o ciclo).

Finalmente, usando contrações em lugar de blow-ups, podemos concluir

que não existem (k,−1)-ciclos se (k,−1) não pertence ao conjunto

{(2,−1), (3,−1), (6,−1)}.

Podemos também realizar uma prova mais geométrica da Proposition 4
de [2, Chapter 3]. A demonstração de Brunella usa a dinâmica da folheação

muito especial para chegar a uma contradição ao supor que a mesma é Riccati.

Proposição 6.1.3. Seja F uma das folheações especiais E1, E2 ou E3. Então
F não é birracional a uma folheação de Riccati.

Demonstração. Assim como antes, após um blow-up no ponto de nó no link

de F , concluímos, pela Proposição 5.3.11, que F não pode ser Riccati.
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Figura 6.2: (k, l)-ciclos possíveis.

Figura 6.3: Blow-up de um link.

6.2 Proposições e Lemas Básicos

Aqui desenvolveremos mais "tecnologia"para a prova de nosso resultado prin-

cipal.

O próximo lema é a generalização do Lemma 1 de [2, Chapter 4]. A

prova é essencialmente a mesma.
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Lema 6.2.1. Seja F uma folheação numa supefície compacta complexa X
e seja C ⊂ X um link para F com nó p ∈ C. Seja L = N∗F ⊗ OX(C) e
λ o quociente de autovalores em p. Suponha que −λ é uma k-ésima raiz
primitiva da unidade, k > 2. Então existe uma vizinhança aberta U de C tal
que L⊗k |U = OU .

Demonstração. Como λ é não real, dado um ponto q ∈ C−{p} e uma trans-

versal T a F em q, o grupo de holonomia correspondente de F , HolF ⊂
Diff(T, q), é in�nito cíclico, gerado por um difeomor�smo hiperbólico com

parte linear exp(2πiλ) (veja [8] ou [22]). Portanto, existe em T uma coor-

denada z que é HolF -linearizante, z(q) = 0. Extendemos essa coordenado

a uma vizinhança aberta completa de q em X, constantemente nas folhas

locais de F . A 1-forma logarítmica ηq = dz
z

de�ne F , é fechada e ηq |T é

HolF -invariante.

Pelo Teorema de Linearização de Poincaré, numa vizinhança de p a fo-

lheação é de�nida por uma 1-forma logarítmica fechada ηp = dz
z
− λdw

w
(veja

[8] ou [22]). Se q está próximo a p, então ηp |T é HolF -invariante.

Obtemos uma vizinhança aberta U de C pela união de conjuntos abertos

Uj, tal que em cada Uj a folheação é de�nida por uma 1-forma logarítmica ηj,

com polos em C, que é fechada eHolF -invariante nas transversais. Em Ui∩Uj
temos ηi = fijηj, fij ∈ O∗. Como ηi e ηj são fechadas, então dfij ∧ ηj = 0,

logo fij é constante ao longo das folhas locais F . Além disso, fij |T é HolF -

invariante e portanto constante porque a holonomia é hiperbólica.

Pensando ηj como seções locais do �brado conormal logarítmico L =

N∗F ⊗OX(C), então a propriedade prévia mostra que L|U é de�nida por um

cociclo localmente constante. Portanto, para mostrar que L⊗k |U = OU é

su�ciente mostrar que L⊗k |C = OC . Podemos agora usar o resíduo de ηj
ao longo de C para calcular o cociclo. Para ηq com q ∈ C − {p} podemos

escolher uma 1-forma para produzir qualquer resíduo não nulo. Mas temos

uma restrição em torno de p: o resíduo de ηp numa separatriz é −λ vezes o

resíduo na outra separatriz. Como (−λ)k = 1, claramente L⊗k |C = OC .

Também a proposição seguinte é uma adaptação do argumento de Bru-

nella em [2, Chapter 3, página 61-62]. Sua demonstração depende do lema

logo a seguir:

Lema 6.2.2 ([23], página 32). Seja X uma superfície compacta complexa e
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C ⊂ X uma curva compacta irredutível. Se C2 > 0 então X − C é estrita-
mente pseudoconvexo.

Proposição 6.2.3. Seja F uma folheação numa superfície compacta com-
plexa X e seja C ⊂ X um link para F com nó p ∈ C. Seja λ o quociente
de autovalores em p. Suponha que −λ é uma k-ésima raiz primitiva da
unidade, k > 2. Então existe uma superfície compacta Z, um mor�smo bir-
racional f : Z → X, uma vizinhança U de C e um conjunto aberto V ⊂ Z

tal que f |V : V → U é um recobrimento regular de grau k sobre U . Além
disso, (f |V )−1(C) é um ciclo de k curvas racionais suaves, cada qual com
auto-interseção C2 − 2 (isto é, um (k, C2 − 2)-ciclo) e os automor�smos de
recobrimento de f |V permutam ciclicamente as curvas no ciclo.

Demonstração. Pelo lema anterior, o �brado de linha L⊗k tem uma seção

não trivial sobre U sem zeros. Como C2 > 0, o conjunto aberto X − C é

estritamente pseudoconvexo pelo Lema 6.2.2. Então, pelo Lema 4.4.2, esta

seção pode ser estendida para o X inteiro como uma seção global meromorfa

s de L⊗k.

Considere E(L) e E(L⊗k) a compacti�cação do espaço total de L e L⊗k,

respectivamente. Seja s̃ a compacti�cação do grá�co de s em E(L⊗k). Seja

τ : E(L)→ E(L⊗k) a aplicação de�nida pelo k-ésimo produto tensorial.

Seja Z a desingularisação de τ−1(s̃) e eliminação de indeterminações da

projeção τ−1(s̃) 99K X. Tome f : Z → X a projeção induzida.

Lema 6.2.4. Sejam p1 = (1 : 0 : 0), p2 = (0 : 1 : 0), p3 = (0 : 0 : 1) três
pontos não colineares em P2. Seja γ ∈ Aut(P2) dada por γ(z1 : z2 : z3) =

(z3 : z1 : z2). Se J ∈ Aut(P2) é outro automor�smo tal que J(p1) = p2,
J(p2) = p3 e J(p3) = p1, então J é conjugado a γ, isto é, existe g ∈ Aut(P2)

tal que γ = g ◦ J ◦ g−1.

Demonstração. Em coordenadas homogêneas, J(z1 : z2 : z3) = (xz3 : yz1 :

zz2), onde xyz 6= 0. Podemos supor xyz = 1. Como Aut(P2) = PGL(3,C),

escrevendo J e γ como matrizes

J =

 0 0 x

y 0 0

0 z 0
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e

γ =

 0 0 1

1 0 0

0 1 0


precisamos mostrar que existe uma matriz

A =

 a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

 ∈ GL(3,C)

tal que AJ = γA em PGL(3,C).

Se a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3), c = (c1, c2, c3), facilmente se veri�ca

que a igualdade AJ = γA é equivalente a xγ(c) = a, yγ(a) = b, zγ(b) = c.

Seja a 6= 0 qualquer. De�namos b = yγ(a) e c = zγ(b) = zyγ2(a). Então a

matriz A = (a, b, c) ∈ GL(3,C) é uma solução.

Proposição 6.2.5. Seja F uma folheação numa superfície compacta com-
plexa Z e seja C1 + C2 + C3 ⊂ Z um (3, 1)-ciclo para F . Suponhamos que
existe um F-automor�smo birracional φ : Z 99K Z de ordem três permu-
tando ciclicamente as curvas racionais. Então F é birracional à folheação
linear L em P2 da subseção 5.2.1 e a folheação quociente F/φ é birracional
a E3 = L/γ.

Demonstração. Podemos supor φ(C1) = C2, φ(C2) = C3 e φ(C3) = C1.

Consideremos, para cada i, uma seção si de OZ(Ci) anulando-se em Ci. Se

�zermos blow-up no ponto de cruzamento C1∩C2, obtemos que C̃2
1 = C̃2

2 = 0,

onde C̃1, C̃2 são os transformados estritos de C1, C2, respectivamente. Por-

tanto, como C̃1 e C̃2 são curvas racionais disjuntas de auto-interseção zero, C̃1

e C̃2 são �bras regulares da mesma �bração racional sobre P1 (veja Teorema

2.3.5 ou [1], página 192), logo as duas curvas são linearmente equivalentes

e assim C1 e C2 também o são. Pelo mesmo argumento nos outros pon-

tos de cruzamento, concluímos que C1, C2, C3 são linearmente equivalentes,

portanto podemos de�nir uma aplicação racional

(s1 : s2 : s3) : Z −−−− → P2.

Vemos facilmente que esta aplicação é birracional e birregular em uma vi-

zinhança do ciclo C1 + C2 + C3, cuja imagem é um ciclo de três linhas em

P2. A folheação induzida F̃ em P2 é linear porque o grau da folheação é
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1. O automor�smo birracional φ é transformado num automor�smo birra-

cional φ̃ de P2 que é birregular em uma vizinhança das três linhas e por-

tanto é globalmente birregular; além disso, este automor�smo permuta ci-

clicamente as três linhas. Pelo Lema 6.2.4 φ̃ é conjugado ao automor�smo

γ(z1 : z2 : z3) = (z3 : z1 : z2), isto é, existe g ∈ Aut(P2) tal que γ = g◦ φ̃◦g−1.

Como γ é um g∗F̃ -automor�smo, um cálculo direto mostra que g∗F̃ = L em

coordenadas homogêneas [z1 : z2 : z3]. Em particular, F/φ é birracional a

E3 = L/γ.

Analogamente podemos provar os dois resultados seguintes.

Lema 6.2.6. Seja p1 = (1 : 0, 1 : 0), p2 = (0 : 1, 1 : 0), p3 = (0 : 1, 0 : 1),
p4 = (1 : 0, 0 : 1) quatro pontos em P1 × P1. Seja β ∈ Aut(P1 × P1) dado
por β(z1 : z2, z3 : z4) = (z4 : z3, z1 : z2). Se J ∈ Aut(P1 × P1) é outro
automor�smo tal que J(p1) = p2, J(p2) = p3, J(p3) = p4 e J(p4) = p1, então
J é conjugado a β, isto é, existe g ∈ Aut(P1 × P1) tal que β = g ◦ J ◦ g−1.

Proposição 6.2.7. Seja H uma folheação numa superfície compacta com-
plexa W e seja D1 +D2 +D3 +D4 ⊂ W um (4, 0)-ciclo para H. Suponhamos
que existe um H-automor�smo birracional φ : W 99K W de ordem 4 permu-
tando ciclicamente as curvas racionais. Então H é birracional à folheação
linear M em P1 × P1 da subseção 5.2.2 e a folheação quociente W/φ é bir-
racional a E2 =M/β.

Demonstração. Consideremos, para cada i, uma seção si deOZ(Di) anulando-

se em Di. De�nimos uma aplicação racional

(s1 : s2, s3 : s4) : W −−−− → P1 × P1.

Vemos facilmente que esta aplicação é birracional e birregular numa vizi-

nhança do ciclo D1 +D2 +D3 +D4, cuja imagem é um ciclo de quatro linhas

em P1×P1. Portanto, a folheação induzida H̃ em P1×P1 deixa invariante o

ciclo de quatro linhas

(P1 × {0}) + (P1 × {∞}) + ({0} × P1) + ({∞} × P1)

cujas singularidades no ciclo são os pontos de cruzamento, cada uma reduzida

não degenerada. Então por Proposition 2 de [2, Chapter 4] (veja também
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[19] e [20]) esta folheação em P1 × P1 é dada em coordenadaas a�ns (x, y)

pela 1-forma linear

ω = λydx− xdy.

O automor�smo φ é transformado num automor�smo birracional φ̃ de

P1 × P1 que é birregular em uma vizinhança das quatro linhas e assim é

globalmente birregular; além disso, esse automor�smo permuta ciclicamente

as quatro linhas. Pelo Lema 6.2.6 φ̃ é conjugado ao automor�smo β(z1 :

z2, z3 : z4) = (z3 : z4, z2 : z1), isto é, existe g ∈ Aut(P2) tal que β = g◦ φ̃◦g−1.

Como β é um g∗H̃-automor�smo, um cálculo direto mostra que g∗H̃ =M em

coordenadas homogêneas [z1 : z2, z3 : z4]. Em particular, H/φ é birracional

a E2 =M/β.

6.3 Prova do Teorema 5.2.3 (Teorema 3)

Nossa demonstração do teorema consiste primeiro em determinar a unicidade

das folheações com links de auto-interseção 1, 2 e 3 e depois mostrar que

uma folheação com link de auto-interseção maior do que 4 deveria ser uma

folheação de Riccati, o que conduz a um absurdo. O caso de auto-interseção

4 se exclui facilmente pelas hipóteses do enunciado do teorema.

6.3.1 Cálculos Preliminares

Seja p o nó de C e C2 = n um número inteiro positivo. Se as hipóteses são

como antes (isto é, C é um link para F), podemos usar a Fórmula do Índice

de Camacho-Sad 2.1.8 para calcular o quociente de auto-valores de F em p:

n = C2 = CS(F , Y, p) = λ+ 2 +
1

λ
.

Então obtemos a equação

λ2 + (2− n)λ+ 1 = 0

cuja solução é

λ =
n− 2±

√
n(n− 4)

2
.

Portanto:

1. se C2 = 1 então −λ é uma raiz sexta primitiva da unidade;
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2. se C2 = 2 então −λ é uma raiz quarta primitiva da unidade;

3. se C2 = 3 então −λ é uma raiz terça primitiva da unidade;

4. se C2 = 4 então λ = 1;

5. se C2 > 4 então λ é um número positivo irracional.

Agora trataremos separadamente as diferentes possibilidades para a auto-

interseção do link.

6.3.2 Auto-interseção 1

Como −λ é uma raiz sexta primitiva da unidade, pela Proposição 6.2.3 ob-

temos um recobrimento rami�cado F : Z −→ X, regular e de ordem 6 numa

vizinhança U de C. Os automor�smos de recobrimento sobre U estendem,

por construção, a transformações birracionais de Z. Seja α : Z 99K Z um

automor�smo de recobrimento birracional de ordem 6.

Agora, levantamos F a Z via F , obtendo uma nova folheação G que deixa

invariante seis curvas racionais suaves Ci, i = 1,..., 6, formando um ciclo sobre

C. Temos C2
i = −1, C2 = 1. As únicas singularidades de G no ciclo são os

seis pontos de cruzamento, todos reduzidos não degenerados assim como p.

Podemos contrair três (−1)-curves disjuntas do ciclo, digamos C1, C3 e C5,

obtendo uma folheação (G̃, Z̃) birracional a (G, Z). Notemos que G̃ possui um
ciclo invariante de três curvas racionais suaves de auto-interseção 1. Ademais,

α2 = α ◦ α induz um G̃-automor�smo birracional que permuta ciclicamente

esse ciclo. Portanto, pela Proposição 6.2.5, G̃ é birracional à folheação linear

L em P2 dada na subseção 5.2.1. Do mesmo modo, contraindo as três (−1)-

curvas C2, C4 e C6, obtemos uma folheação birracional a (L,P2). Então

α : Z 99K Z induz um L-automor�smo α̃ : P2 → P2. Como α̃ é único a

menos de conjugação (Lema 6.2.5), o mesmo vale para α . Portanto F é

birracional à folheação E1 da subseção 5.2.3.

(G̃, Z̃) α //

��

(G̃, Z̃)

��
(L,P2)

α̃
// (L,P2)

IMPA 74 Março, 2017



Edileno de Almeida Santos FOLHEAÇÕES HOLOMORFAS EM SUPERFÍCIES

6.3.3 Auto-interseção 2

Neste caso, −λ é uma raiz quarta primitiva da unidade. Novamente pelo

Lema 6.2.3 temos um recobrimento rami�cado G : W −→ X, que é regular

e de ordem 4 numa vizinhança de C. Levantamos F para W , obtendo uma

folheaçãcoH que deixa invariante quatro curvas racionais suaves Di, i = 1,...,

4, formando um ciclo sobre C. Analogamente, D2
i = 0, porque C2 = 1. As

únicas singularidades de H no ciclo são os quatro pontos de cruzamento,

todas reduzidas não degeneradas assim como p. Logo, a Proposição 6.2.7

implica que F é birracional a E2.

6.3.4 Auto-interseção 3

Este é o caso coberto pelo Teorema 5.2.2. De qualquer modo, a prova consiste

justamente no Lema 6.2.3 combinado com a Proposição 6.2.5.

6.3.5 Auto-interseção 4

Agora λ = 1, portanto p é uma singularidade dicrítica linerizável (conforme

[8] ou [22]; e, em particular, após um blow-up em p, a auto-interseção do

transformado estrito de C é C2 − 4 = 0, logo obtemos uma �bração racional

sobre P1). Mas, como λ é racional positivo, a folheação não é reduzida em p,

portanto essa situação não é compatível com nossas hipóteses.

6.3.6 Auto-interseção >4

Como n > 4 temos que λ é um número irracional positivo, donde a singula-

ridade é reduzida não degenerada e linerizável.

Após k blow-ups a auto-interseção do transformado estrito de C é

C̃2 = C2 − 4− k + 1 = n− 3− k

(o primeiro blow-up em p e os seguintes blow-ups em um dos pontos singu-

lares da folheação no transformado estrito de C). Portanto, depois de n− 3

blow-ups obtemos C̃2 = 0. Seja σ : X̃ −→ X a transformação obtida por

composição desses blow-ups, C̃ = σ∗(C),

E = σ−1(p) = E1 + ...+ E(n−3)

onde Ei são curvas racionais, com E2
1 = −1 e E2

j = −2 se j > 1 e F̃ = σ∗(F).
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Figura 6.4: n− 3 blow-ups.

Como Z(F̃ , C̃) = 2, F̃ é uma folheação de Riccati com respeito a uma

�bração π : X̃ −→ B, onde B é uma curva suave (pela Proposição 5.3.2).

Como o divisor excepcional E é uma união de curvas racionais suaves, a base

B é uma curva racional suave.

Sejam {q} = E1 ∩ E2, que é uma singularidade da folheação, e R a �bra

(possivelmente singular) passando por q. Pela Proposição 5.3.11, R deve

estar suportada em E, o que é impossível, pois E tem matriz de interseção

negativa de�nida.

6.4 Construção de Curvas Racionais Nodais

Primeiro observemos que não existe curva racional nodal (com único nó) de

auto-interseção 4 em superfície compacta. Isso é consequência do Teorema

2.3.3.

Por outro lado, existem curvas racionais nodais de auto-interseção 1, 2 e

3, corforme vimos ao descrever as folheações muito especiais E1, E2 e E3 (com

seus respectivos links).

Em geral, começando com P1 × P1, após alguns blow-ups, obtemos um

ciclo de curvas racionais suaves

D + E = D + E1 + ...+ En

onde D2 = 0, E2
1 = −1, E2

2 = −2,..., E2
n = −2 (n > 1). Contraindo o divisor

excepcional E = E1 + ...+En, obtemos uma curva racional nodal C com um

único nó {p} = Sing(C) e auto-interseção

C2 = n− 1 + 4 = n+ 3.
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