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Abstract

In this thesis we discuss two different topics. First, from the analysis of the
triviality of the logarithmic conormal bundle over invariant curves, we give a
new proof of the Separatrix Theorem and some extensions of this important
result. Secondly, inspired by Brunella’s work on minimal models for foliati-
ons, in particular by his wvery special foliation, we study when an invariant
rational nodal curve of positive self-intersection determines the foliation, and
we show, under some natural hypothesis, the three possible foliations.

Keywords: Holomorphic Foliations, Separatrices, Invariant Curves.






Resumo

Nesta tese discutimos dois diferentes temas. Primeiro, a partir do estudo
da trivialidade do fibrado conormal logaritmico restrito a curvas invarian-
tes, somos levados a uma nova prova do Teorema da Separatriz e fazemos
algumas pequenas extensoes desse importante resultado. Em segundo, ins-
pirados pelo trabalho de Brunella sobre modelos minimais de folheacoes, em
particular pela sua folheagcao muito especial, investigamos quando uma curva
racional nodal invariante determina a folheacao, mostrando, sob certas hipo-

teses naturais, as trés folheagoes possiveis.

Palavras-chave: Folheagoes Holomorfas, Separatrizes, Curvas In-

variantes.
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CAPITULO 1

Introducdo

Neste trabalho, estamos interessados em aspectos locais e globais da teoria
de folheagoes holomorfas em superficies complexas.

1.1 Estudo Local

Dentro desse contexto, cuja origem remonta a trabalhos de H. Poincaré,
uma das primeiras questoes da teoria foi quanto a existéncia de curva invari-
ante (separatriz) passando por singularidade isolada de um campo de vetores
holomorfo em (C? 0), problema ja apresentado em 1854 por C. Briot e J.
Bouquet. A solucao definitiva veio muitos anos depois, em 1982, quando C.
Camacho e P. Sad provaram em [7] o seguinte

Teorema (da Separatriz). Seja v um campo de vetores holomorfo definido
em vizinhanca de 0 € C? com singularidade isolada na origem. Entao existe

curva invariante por v passando por 0 € C2.

Posteriormente, em 1988, C. Camacho publicou em [5] uma extensao desse
resultado para folheacoes definidas em superficies singulares:

Teorema. Seja X uma superficie complexa normal irredutivel. Suponhamos
que o grafo dual da resolucao da singularidade p € X seja uma drvore. En-
tao todo germe de folheacao holomorfa, singular em p, admite uma curva

invariante passando por p.
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Uma prova bastante elegante foi apresentada por M. Sebastiani em [29]
(veja também descricdo de M. Brunella em [2]). No caso do Teorema da
Separatriz para superficies nao singulares, outras demonstracoes foram re-
alizadas por M. Toma em [32] e J. Cano em |9]. Nosso primeiro objetivo
nesta tese serd apresentar uma prova alternativa do Teorema da Separatriz
para superficies singulares. Acreditamos que nossa demonstracao seja direta
e transparente, além de permitir extensoes do teorema a superficies singula-
res onde o grafo dual da resolugao da singularidade da superficie ndao é uma
arvore.

Se X é uma superficie com apenas singularidades normais, uma folhea¢ao
holomorfa em X ¢é simplesmente uma folheacdo holomorfa em X — Sing(X).
Os feixes tangente T e normal Nx sao definidos tomando as imagens diretas
via a inclusdo X — Sing(X) — X dos feixes tangente e normal da folheagao
subjacente em X — Sing(X).

Em [5], C. Camacho fornece um exemplo para nao existéncia de sepa-
ratriz em dimensao dois. Seja 7 : Y — X uma resolucao da singularidade
normal p € X, onde 77 !(p) = E = E) + Ey + E3 é curva a cruzamentos
normais simples e cada £ é suave de auto-intersecao EJ2 < 0. O argumento
consiste em construir folheagao reduzida sem sela-né em vizinhanga da curva
(invariante) E tal que Sing(F) N E = Sing(E). O grafo dual I' de E é um
ciclo, conforme abaixo ilustrado:

RN
~

\

/N

Figura 1.1: Ciclo de trés curvas invariante.
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As condicoes acima sao suficientes para construir uma folheacao em vizi-
nhanca da curva E como desejado (ver prova apresentada por Lins-Neto do
teorema principal em [19]). Se os \;; nao forem racionais positivos, a fo-
lheagao serd reduzida. Deste modo, ao contrair a curva £ num ponto p,
obtem-se uma folheacao em superficie singular sem separatriz passando pela
singularidade p.

Surge entao a questio:

Quais condigoes podemos exigir da folheacao para que exista se-
paratriz mesmo quando o grafo dual da resolucao do ponto singular
da superficie nao é uma arvore?

Os capitulos 3 e 4 desenvolvem respostas ao questionamento acima. Pri-
meiro, no Capitulo 3 investigamos relacoes entre folheacoes e suas curvas
invariantes por meio do fibrado conormal logaritmico, em particular analisa-
mos a situacao em que tal fibrado restrito a curva é trivial, o que nos leva
as nogoes de residuos e representacao residual (Teoremas 5.1.2 e 5.1.3). A
partir de tais ideias, no Capitulo 4 apresentamos uma nova demonstracao
do Teorema da Separatriz e fazemos algumas extensoes desse resultado com
hipoteses envolvendo o grafo dual da resolucao da singularidade da superficie
ou o feixe normal da folheacao (Teoremas 4.1.1, 4.3.3, 4.4.1 e 4.4.5). Desses

resultados, destacamos o principal:

Teorema 1 (Teorema 4.4.1). Seja F uma folheagio na superficie singular
normal X. Seja f Y — X aplicacio bimeromorfa que resolve a singulari-
dade p € X e tal que a folheacao induzida G = f*F possui apenas singula-
ridades reduzidas em E = f~1(p). Se G ndo possui sela-nd em E e o feize

normal de F é Q-Gorenstein, entao F possui separatriz passando por p.

IMPA 3 Marco, 2017
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No teorema acima, um feixe S numa superficie singular é dito Q-Gorenstein
se existe um inteiro positivo £ > 0 tal que a k-ésima poténcia S®* ¢é local-
mente trivial (mesmo nas singularidades).

A demonstracao do teorema consiste em mostrar que a representacao
residual é tor¢ao de ordem k (a representagdo ¢ do grupo fundamental de
I' em C* onde I' é o grafo dual do divisor excepcional E = > "  E; de
f). Essa representagio corresponde a obstrugao para que possamos associar
a cada componente irredutivel F; de £ um nimero complexo p; (chamado
um residuo ao longo de E;) de modo que o indice de Camacho-Sad num
ponto de cruzamento p;; de duas componentes F; e E; ao longo de uma
delas seja igual a menos o quociente dos ntimeros y; e f; (mais precisamente,
CS(F,Cj,pij) = —Z—J’) Ocorrendo que a representacdo é trivial, isto é, k =
1, o nimero de separatrizes por pontos de Sing(G) N (E — Sing(E)) ndo
suportadas em FE serd maior do que ou igual a dimensao do Q-espago vetorial
gerado pelas combinagoes Q-lineares dos residuos py,..., p, (associados as
componentes Ej,..., E,) e d1,..., 0, (residuos associados as separatrizes nao
suportadas em E que intersectam FE), conforme Teorema 4.1.1. Sendo tal
dimensao maior do que ou igual a 1, concluimos que existe separatriz por
ponto de E, mas nao suportada em F, a qual se projeta por f em separatriz
passando pela singularidade p. Se a representacao nao é trivial, mas é tor¢ao
de ordem k, o truque do recobrimento nos permite levantar a folheacao G
de modo que a representacao residual correspondente serd trivial, donde se
conlui também a existéncia de separatriz (Teorema 4.3.3).

De um modo geral, sendo C' = > | C; curva compacta invariante por
uma folheagao reduzida F tal que Sing(C') sao singularidades reduzidas nao
degeneradas, onde cada C; é uma componente irredutivel de C', indicamos
por Sep(F,C) = S; + ... + S,, as separatrizes (germes) nao suportadas em
C passando por pontos de Sing(F) N (C — Sing(C)) que sao singularidades
nao degeneradas. Seja D = C + Sep(F,C) e p = prp) : m(I') = C* a
representacao residual de F ao longo de D. Entao vale o

Teorema 2 (Teorema 4.1.1). Suponhamos que F nao possui separatriz fraca
suportada em C' e que a representagcdo p = p(r py seja trivial, com residuos
Wy ooy o, @0 longo de C e by, ..., 0y, a0 longo de Sep(F,C), isto é, com divisor
residual

R = Res(F,D) = Z,uiC'i + ZékSk.
i=1 k=1
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Se a matriz de interse¢io [C; - C}li; de C € invertivel, entao

n m
#Sep(F,C)=m > dim@(z 1 Q + Z Q) >1
i=1 k=1

Vamos explicar melhor as ideias envolvidas. Seja C' = " | C; curva
qualquer invariante por uma folheagao reduzida F tal que Sing(C) sao sin-
gularidades reduzidas nao degeneradas, onde cada C; é uma componente
irredutivel de C. A representacao residual pr ) : I' = C* pode ser assim
obtida: dado um caminho continuo fechado em I', partindo do vértice C
digamos, associamos arbitrariamente um nimero complexo nao nulo p; a
C1 e cada vez que o caminho passa por um vértice C}, de I' associamos um
ntimero j € C* de maneira que se o caminho sai de um vértice C; para
outro vértice C; percorrendo a aresta p;; que os liga, entdo o quociente dos
niimeros associados deve ser igual a menos o quociente dos autovalores de
um campo gerador da folhea¢do (mais precisamente, l’:—J = —CS(F,Cj,pij)),
mas quando o caminho volta ao vértice inicial C; pode ocorrer de o niimero
inicialmente associado a C ter sido alterado por um fator a € C*, o qual
sera, por defini¢do, a imagem em C* da classe do caminho em (I, C}). Se
C' é compacta e ocorrer Sing(F) N C = Sing(C), entdo o fibrado conormal
logaritmico restrito & curva N3 ® Ox(C)|¢ ¢ determinado pela representacao
residual (Proposi¢ao 3.3.2), em particular Nx®@Ox(C)|c = O¢ se, e somente
se, p(r,c) € trivial. Esta é a ligagdo entre a representacao residual e o fibrado
normal da folheacao.

1.2 Estudo Global

Mais recentemente, em [2| e [3], M. Brunella introduziu o conceito de mo-
delo minimal para folheagoes holomorfas em superficies (uma versao folheada
dos modelos minimais de Zariski para superficies algébricas). Partindo-se de
uma nocao preliminar de modelo relativamente minimal, defini-se como mo-
delo minimal um modelo relativamente minimal que ¢ tnico a menos de
transformacoes bimeromorfas. Nesse contexto, o seguinte resultado é muito

importante:

Defini¢ao 1.2.1 (Curvas Excepcionais de primeiro tipo). Estas sdo curvas
racionais nao singularees com auto-intersecao —1. Frequentemente chama-
mos tais curvas (—1)-curvas. Uma propriedade muito ttil das (—1)-curvas é

dada pelo
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Teorema 1.2.2 ([1], pagina 97). Seja Y uma superficie nao singular, E C'Y
uma (—1)-curva e m:' Y — X a aplicagdo contraindo E. Entdo p = w(E) é

nao singular em X.

A ideia de obter folheagoes minimais consiste em contrair o maximo pos-
sivel de (—1)-curvas invariantes por uma folheagao reduzida de modo que a
folheacao resultante ainda permaneca reduzida.

E demonstrado em [2] que a nocdo de minimalidade apresentada esque-

maticamente acima ¢é equivalente a seguinte:

Definicao 1.2.3. Seja F uma folheacdo reduzida numa superficie compacta
X. Dizemos que a folheagao F & minimal se, para toda folheacao reduzida
G em superficie compacta Y, uma aplicacdo bimeromorfa ¢ : Y --» X que
leva G em F é de fato um morfismo.

No entanto, nem toda folheacao adimitirdA um modelo minimal. Tais
excecoes estao precisamente descritas no teorema de Brunella abaixo ([2]):

Teorema. Seja F uma folheacao holomorfa numa superficie complexa com-
pacta X sem modelo minimal. Entao F € bimeromorficamente equivalente a
uma folheacao na lista abaixo:

1. fibracao racional;
2. folheacao de Riccati nao trivial;
3. a folheagcdo muito especial descrita na pdgina 58 de [2].

As folheagoes apresentadas nos itens (1) e (2) no enunciado do teorema
anterior formam uma numerosidade de classes bimeromorfas de folheagoes
sem modelo minimal. A folheagdo dita especial do item (3) ¢ realmente
especial, pois ela apresenta uma caracterizacao em termos de uma de suas

curvas algébricas invariantes, a saber vale o seguinte teorema de Brunella

(121):

Teorema. Seja F uma folheagao numa superficie complexa compacta X e
seja C' C X uma curva racional nodal com um unico no p € C, invariante
por F e com C? = C - C = 3. Suponha que p é uma singularidade reduzida
nao degenerada de F e que € a unica singularidade de F em C. Entao F é
iunica a menos de transformacoées birracionais.

IMPA 6 Marco, 2017
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A folheacao birracionalmente tinica dada pelo teorema acima serd cha-
mada folheacao muito especial de Brunella (veja subse¢ao 5.2.1 para definigao
precisa).

Surge entao a questao:

O que acontece se mantivermos as hip6teses do teorema acima
a menos de trocar C>°=C-C=3por C*=C-C =n > 07

Relembremos o seguinte teorema de Kodaira:

Teorema 1.2.4 (Theorem 6.2, Chapter IV, [1], pagina 160). Uma super-
ficie compacta X € projetiva se, e somente se, existe em X um fibrado linear
L tal que L? > 0.

Sendo C? > 0, fica justificado o uso que fazemos do termo birracional em
lugar de bimeromorfo. A fim de facilitar o discurso, faremos uma definigao.

Definicao 1.2.5. Seja F uma folheagao numa superficie complexa X. Um
link para F é uma curva racional nodal C' C X com apenas um né p € C' tal

que:
1. C é positiva, isto é, C?> =n > 0;
2. C' é& F-invariante;

3. p é uma singularidade reduzida nao degenerada de F e ¢ a tinica sin-
gularidade de F em C.

Figura 1.2: Link.

No Capitulo 5, inspirados pelo trabalho de Brunella sobre modelos mini-

mais de folheacoes, estudamos folheacoes reduzidas com curva racional nodal
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invariante. Entao desenvolvemos alguns resultados tteis sobre folheacoes de
Riccati (Proposigao 5.3.11).

No Capitulo 6 demonstramos o Teorema 5.2.3, o qual classifica as fo-
lheacoes reduzidas em superficies complexas compactas que admitem curva
racional nodal invariante de auto-intersecao positiva com singularidade re-

duzida ndo degenerada (um link conforme Definigao 1.2.5).

Teorema 3 (Teorema 5.2.3). Seja F uma folhea¢dao numa superficie com-
pacta complexa X e seja C' C X um link para F. Entao temos apenas trés

posstbilidades, cada uma unica a menos de transformagoes birracionais:

1. C?* = 1 e F € birracional a uma folheagio & em Bl3(P?)/a, onde
a € Aut(Bl3(P?)) e Bl3(P?) ¢ um blow-up de P? em trés pontos ndo

colineares;

2. C* = 2 e F € birracional a uma folheacio E em P! x PY/3, B €
Aut(Pt x P1);

3. C? =3 e F ¢ birracional a uma folhecio E5 em P2/~ (folheagdo muito
especial de Brunella), v € Aut(P?).

Nos casos de auto-intersecao C? = 1, 2 e 3, a demonstracao desse teorema,
consiste em adaptar a prova do teorema de Brunella. O caso C? = 4 se exclui

f‘

blow-up - blow-up -

(2 {\3\__ E
Figura 1.3: C? — 3 blow-ups.

diretamente pela hipotese da folheacao ser reduzida no link. Supondo que
exista folheacdo com link de auto-intersecao C? > 4, apos alguns blow-ups
partindo do ponto de n6 p € C, o transformado estrito de C terd auto-
intersecao nula. E assim a folheacao resultante sera uma folheacao de Riccati,
um absurdo em face do resultado que demonstraremos para folheacoes de
Riccati:
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Teorema 4 (Proposi¢ao 5.3.11). Seja F uma folheagao numa superficie
complexa compacta X. Seja C' = Cy + ... + C,, uma curva conexa invari-
ante, onde cada C; é uma curva suave. Suponhamos que C N Sing(F) =
Sing(C) = U Ci N Cj sao singularidades reduzidas nao degeneradas e
#C;NSing(F) >1,i=1,...,n. Se F € Riccali com respeito a uma fibra¢ao
racional m : X — B, entao toda fibra de ® por um ponto de C' N Sing(F)
estd completamente suportada em C.

Nossas demonstragoes originais dos teoremas 3 e 4 encontram-se em [28].

IMPA 9 Marco, 2017






CAPITULO 2

Preliminares

2.1 Folheacoes Holomorfas em Superficies

Uma folheagao holomorfa (singular) numa superficie complexa (suave) X é
dada por uma cobertura aberta {U,};c; de X e 1-formas holomorfas w; com

singularidades isoladas em U; tais que
UiﬂUj%@éwi:gijwj

onde g;; € Of,y,. O cociclo {g;;} define um fibrado linear holomorfo Nz,
chamado o fibrado normal de F.

Alternativamente, podemos definir uma folhea¢ao holomorfa por meio de
uma cobertura {U; };c; e campos vetoriais holomorfas v; com singularidades

isoladas em Uj; tais que
UiﬂUj#@ﬁvi:fijvj

onde fi; € Op,qp,- O cociclo {f;;'} define um fibrado linear holomorfo T’,
chamado o fibrado tangente de F.

O congunto singular de F, indicado por Sing(F), é o subconjunto discreto
de X definido por

Sing(F) N U; = {p € U;;vi(p) = 0}

para todo indice 1.
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Assim, F é uma folhea¢ao holomorfa regular em X — Sing(F) e podemos
aplicar todo o estudo da teoria de folheagoes regulares (folhas, holonomia, ...)
em JF, considerando sua restricao ao complementar de seu conjunto singular.

Seja p € Sing(F) e v um campo vetorial holomorfo que define a folheagao
em vizinhanca da singularidade p. Sejam A; e Ay os autovalores da parte
linear (Dv)(p) de v em p.

Definicao 2.1.1. A singularidade p é chamada singularidade reduzida se
1. )\17&0011)\2#0;
2. se M\ # 0, entdo A\ /Ay nao é um namero racional positivo.

Uma singularidade reduzida p é dita nao degenerada se ambos os autovalores

A1 e Ay forem nao nulos. Caso contrario, p ¢ chamada sela-nd.

Neste texto, grosso modo, tratamos da seguinte situacao geral: C' C X
¢ uma curva invariante pela folheacao F. Se a singularidade p pertence a
curva C, dizemos que C' é uma separatriz de F passando por p.

Vamos fazer a seguir um breve apanhado dos resultados sobre separatrizes
de singularidades reduzidas que necessitaremos nos proximos capitulos. Re-
feréncias gerais sao [8] e [22]. No que se segue, A é o quociente de autovalores

ou A = 0.
N
/\ A +0

Figura 2.1: Duas separatrizes passando pela singularidade p.

1) A e C— (R_uU{0}) ("dominio de Poincaré")

Pelo classico Teorema de Linearizacao de Poincaré, a folheacao é linea-
rizdvel em vizinhanga de p: em coordenadas convenientes (z,y) com centro
em p, a folheacao é gerada pela 1-forma xdy — Aydxr. Existem exatamente
duas separatrizes: {x =0} e {y = 0}. A holonomia de cada separatriz ¢ con-
jugada, a menos de inversdo, ao germe de difeomorfismo exp(27iA*!), onde
o expoente de A depende da separatriz escolhida.
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N
/\ A #0

Figura 2.2: Duas separatrizes passando pela singularidade p.

2) A € R_ ("dominio de Siegel")

Embora neste caso a linearizacao nem sempre seja possivel, como antes
ainda temos exatamente duas separatrizes passando por p, dadas por {x = 0}
e {y = 0} em coordenadas convenientes (z, ).

N/
A

A=0

Figura 2.3: Uma ou duas separatrizes passando pela singularidade p.

3) A =0 (sela-no)
Pelo Forma Normal de Dulac, em coordenadas convenientes, a folheacao
F é dada pela 1-forma

(x(1 + ay®) + yf(z,y))dy — y"*'dx

onde k € N, a € Ce f éuma funcao holomorfa que se anula em p = (0,0)
até ordem k. A curva {y = 0} é uma separatriz, chamada separatriz forte.
Algumas vezes, por exemplo se f = 0, existe uma segunda (no maximo!)
separatriz passando por p, suave e transversal & primeira, chamada separatriz

fraca.
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2.1.1 Reducao de Singularidades

Vamos considerar uma folheacao F numa superficie U, gerada por um campo
vetorial v ou uma 1-forma w com singularidades isoladas. Seja p € U uma
singularidade de F e 7 : U — U o blow-up em p. Localmente podemos
"limpar"o anulamento de 7*(w) ao londo do divisor excepcional 7~1(p), de
modo a obter 1-formas com singularidades isoladas. Obtemos assim uma
folheacio F = 7*(F) em U tal que .7:"]04_1@) é equivalente a F|i_ .

Teorema 2.1.2 (de Seidenberg, [2|, pagina 13). Dado um ponto singular p €
U de uma folheacio F em U, existe uma sequéncia de blow-ups o : U — U
sobre p tal que a folheacdo F = o*(F) tem apenas singularidades reduzidas

sobre o~ (p).

O processo dado pelo teorema anterior serd chamado reducdo da singula-
ridade p.

Definicao 2.1.3. Uma singularidade p de uma folheagao F é chamada di-

critica se existem infinitas separatrizes passando por p.

[{(/
\

M
%

[/
k

Figura 2.4: Singularidade dicritica p de F.

Como consequéncia do Teorema de Seidenberg acima, temos a
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Proposigao 2.1.4 (Proposition 1, Chapter 1, [2], pagina 15). Uma sin-
gularidade p de uma folheacao F ¢é dicritica se, e somente se, existe uma
sequéncia de blow-ups o : U — U sobre p e uma componente irredutivel
Ey do divisor excepcional o= (p) = E que ndo é invariante pela folheagdo
induzida F = o*(F).

2.1.2 Indices para Curvas Invariantes

Consideremos uma folheacao F dada por uma 1-forma holomorfa w com
singularidade isolada em p. Seja C' uma separatriz de F passando por p, isto
é, C' é uma curva invariante que passa pela singularidade. Suponhamos que
C é dada pela equagao local reduzida f = 0. Entao vale o seguinte lema:

Lema 2.1.5 ([18|). Ezxistem germes de fungdes holomorfas g e h, relati-
vamente primos e nao identicamente nulos sobre C, e germe de 1-forma

holomorfa n tais que
gw = hdf + fn.
Definicao 2.1.6. O Indice de Camacho-Sad de F com respeito a curva C'
no ponto p é dado por
1 U
21 Joc B

Exemplo 2.1.7. Seja F uma folheacao induzida em vizinhanca de 0 € C?

CS(F,C,p) =

por

w =z +yf(z,y))dy —y(h + zg(x,y))dx
onde A;, Ay sdo nao nulos e f(z,y), g(x,y) sdo holomorfas. Cy : {y =0} e
Cy : {x = 0} sdo separatrizes. Temos

CS(./T", Cl,O) — )\2/)\1

CS(F,C3,0) = A/ s
Se p € C' é um ponto regular da folheacao, convencionaremos
CS(F,C,p) =0.

Para uma curva compacta C' existe um nimero finito de singularidades da
folheacao sobre C, logo podemos definir

CS(F,C) =) CS(F,C.p).

peC
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Teorema 2.1.8 (do Indice de Camacho e Sad, [7]). Se a curva C é compacta

e F-invariante, entao

CS(F,C) = C2.

Definicdo 2.1.9. O Indice Z de F com respeito & curva C no ponto p é dado

por
1 (h/g)

2mv/=1 Jac d(h/g)

Exemplo 2.1.10. Seja F uma folheacao induzida em vizinhanca de 0 € C?

Z(F,C,p) =

por
w=z(A +yf(z,y))dy —y(As + zg(z, y))dx
onde A\, Ay sdo nao nulos e f(x,y), g(x,y) sdo holomorfas. Cy : {y = 0} e

Cy : {x = 0} sdo separatrizes. Temos

Z(F,C4,0) =1

Z(F,C5,0) = 1.
Se p € C' é um ponto regular da folheacao, convencionaremos
Z(F,C,p)=0.

Para uma curva compacta C existe um ntmero finito de singularidades da
folheagao sobre C', logo podemos definir
Z(F,C) =) Z(F.C,p).
peC

Vale o seguinte resultado:

Teorema 2.1.11 (Proposition 7 de [3]). Se a singularidade p de F nao
possui sela-no em sua reducao e sendo C' a uniao de todas as separatrizes por

p, entao

Z(F,C,p)=0.
A formula de intersecao do fibrado normal a seguir serd muito importante.

Teorema 2.1.12 (Proposition 3, [2|, pagina 25). Seja F folheagdo numa
superficie complexa X e seja C' C X uma curva compacta suave F-invariante.
Entao

Nzle =N ® Oc(Z(F,C)).
Se D C X € uma curva conera qualquer (nao necessariamente suave) inva-

riante pela folheacao, entao

Nz D = D?+ Z(F,D).
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2.2 Teorema do Indice de Hodge

Esquematizamos a seguir definicoes e resultados no ambito da Geometria

Complexa que serdo utilizados neste texto. Seguimos [1] e [16]

2.2.1 Grupo de Néron-Severi

Primeiro vamos explorar a relacao entre o grupo de Picard de uma varie-
dade compacta Kihler X e o grupo de cohomologia H"!(X) := H'(X,C).

Relembremos a sequéncia (exata curta) exponencial:
0—=+%2Z—0—=0"—=0.
Em particular, obtemos o morfismo de cobordo
Pic(X) = HY(X,0*) — H*(X,Z)

o qual pode ser composto com o morfismo H?*(X,Z) — H?*(X,C) induzido
pela inclusao Z C C. Se X é Kahler compacta, temos a decomposi¢cao

H*(X,C) = H*(X)® H"'(X) @ H**(X).

O morfismo H?*(X,C) — H?*(X,Ox), induzido pela inclusao C C Oy,
e o morfismo H?(X,C) — H**(X) = H?(X,Ox), dado pela proje¢io na
primeira parcela da decomposicao acima, coincidem (veja Lemma 3.3.1 de
[16]).

A sequémcia exata longa em cohomologia obtida da sequéncia exponencial
mostra que a composicao

Pic(X) — H*(X,Z) — H*(X,C) — H2(X,0x) = H**(X)

é trivial. Portanto, a imagem de Pic(X) — H?*(X,C) esta contida na ima-
gem de H*(X,Z) — H*(X,C) e, se X é Kéhler compacta, também no ni-
cleo da projecio H*(X,C) = H*Y(X) & H'(X) @ H**(X) — H*%(X).
Como H*(X,R) C H?*(X,C) é invariante por conjuga¢ao complexa e con-
tem a imagem de H*(X,Z) — H*(X,C), entao obtemos que a imagem de
Pic(X) — H?*(X,C) esta contida em

HYM(X,Z) = Im(H*(X,Z) — H*(X,C)) N H"(X).

E vale a
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Proposigao 2.2.1 (Teorema de Lefschetz para (1,1)-classes, Proposition
3.3.2 de [16]). Seja X uma variedade compacta Kihler. Entao Pic(X) —
HYY(X,Z) é sobrejetivo.

E no caso de superficies vale mais geralmente a

Proposigao 2.2.2 (Teorema de Lefschetz para (1,1)-classes, Theorem 2.13
de [1]). Seja X wma superficie compacta. Entio Pic(X) — HYN(X,Z) ¢

sobrejetivo.

Defini¢io 2.2.3. A imagem de Pic(X) — H*(X,R) C H*(X,C) ¢ o grupo

de Néron-Severi NS(X) da variedade X, que gera um subespago real
NS(X)r := NS(X)®R Cc H*(X,R)n H"'(X).

O Teorema de Lefschetz 2.2.1 acima diz que a inclusao natural NS(X) C
HY(X,7Z) é uma igualdade.

Definicao 2.2.4. Seja X uma variedade compacta complexa. O posto da
imagem Pic(X) — H?(X,R) é chamado o nimero de Picard p(X).

Entao, se X é uma variedade Kéhler compacta, vale p(X) = posto(H“(X,Z)) =
posto(NS(X)).
2.2.2 O Teorema do Indice de Hodge

Enunciemos agora o importante

Teorema 2.2.5 (Teorema do Indice de Hodge, Corollary 3.3.16 de [16]).
Seja X uma superficie Kdihler compacta, entao a forma de intersecao

H*(X,R) x H*(X,R) = R

'—>/a/\ﬁ

tem indice (2h*°(X)+1, WM (X) —1). Restrita a HYY(X) a forma tem indice
(1, ANH(X) = 1).

Notemos que NS(X)gr é a imagem da aplicacao
Pic(X) ® R — H*(X,R) N H"(X).

Em vista do Teorema 1.2.4, podemos enunciar a seguinte consequéncia direta

do Teorema do Indice de Hodge, a qual serd utilizada algumas vezes neste
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trabalho: se X ¢ uma superficie complexa compacta, C' C X € uma curva
compacta com C? >0 e D é um R-divisor tal que C-D = 0, entdo D?> <0 e
D? = 0 se, e somente se, a classe de D em NS(X)r C H*(X,R)NH"(X) C
H?*(X,C)n HY(X) é zero.

2.3 Superficies Regradas
Seguiremos [1] e [14].

Definicao 2.3.1. Chamaremos superficie regrada a uma superficie complexa
compacta X que é o espaco total de um fibrado localmente trivial sobre uma
curva complexa B, de fibra P! e grupo estrutural PSL(2,C).

Da teoria geral de fibrados mais o Principio GAGA (espagos vetoriais

analiticos sobre curvas sao algébricos), segue o

Teorema 2.3.2 (Proposition 4.1 de [1]). Todo fibrado analitico com fibra
P™ e grupo estrutural PGL(n + 1,C) sobre uma curva compacta suave B é
isomorfo a P(V), o projetivizado de um espago vetorial algébrico V' de posto
n+ 1 sobre B.

De fato, uma superficie regrada pode ser caracterizada por uma fibragao
sobre uma curva suave compacta cujas fibras sao todas isomorfas a P! ([1],
péagina 190).

Indiquemos por Num(X) o grupo de divisores modulo equivaléncia numé-
rica, isto é, D1 =,,.m D2 se para todo divisor D em X tivermos Di-D = Dy-D.

Teorema 2.3.3 (Proposition 2.3 de [14]). Seja 7 : X — B uma superficie

regrada, So a classe da imagem de uma secao holomorfa e f a classe de uma
fibra. Entao
Pic(X) ~ Z @ n*(Pic(B))

onde 7 é gerado por sg e também
Num(X) = Zso & Zf

determinado pelas relagoes

502:—67
So‘le,
f2=0
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Figura 2.5: Superficie regrada.

2.3.1 Superficies de Hirzebruch

Quando B = P!, um teorema classico de Grothendieck ([12]) garante que todo
fibrado vetorial algébrico sobre B ¢ isomorfo a uma soma direta de fibrados
lineares. Logo, toda superficie regrada sobre P! ¢ da forma P(Op1 & Op1(n))
para algum n > 0 (pois Pic(P') = Z e P(V ® L) = P(V) para todo fibrado
linear L em B). Obtemos assim a n-ésima superficie de Hirzebruch

Yip = ]P)(O[pnl P Op (n))

As superficies Y, sdo todas birracionalmente equivalentes a P! @ P!, logo
a P2

Sen>0eC,=POp(n)) e, entao C2 = —n (veja [1], pagina 191).
Em particular, temos

Teorema 2.3.4 (Proposition 4.2 de [1]). As superficies de Hirzebruch ¥,
sao todas birreqularmente distintas. Ezceto Yy = P! x P!, cada uma dessas

superficies possui apenas uma fibracao racional localmente trivial.
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2.3.2 Existéncia de Fibracao

O seguinte resultado sera crucial:

Teorema 2.3.5 (Proposition 4.3 de [1]). Seja X uma superficie compacta

e C uma curva racional suave em X.

1. se C* =0, entdo existe uma modificacdo (composi¢io de blow-downs)

¢o: X =Y, ondeY € "regrada”, tal que C ndao intersecta curva excep-
cional de ¢ e ¢(C) € uma fibra de Y';

2. se C* > 0, entio X € ou P? ou uma superficie de Hirzebruch ou o

blow-up de uma dessas superficies.

Assim, do item 1 do teorema acima, se C' C X é uma curva racional suave
com auto-intersecao C? = 0 na superficie compacta X, entdo X é obtida por
uma sequéncia de blow-ups a partir de uma superficie regrada.
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CAPITULO 3

Residuos

3.1 Conceitos Basicos

Sejam X uma superficie complexa e C' C X uma curva.

Definicao 3.1.1. Uma 1-forma logaritimica w num aberto U C X com polos
em C' é uma 1-forma meromorfa em U com a seguinte propriedade: para todo
p € U existe uma vizinhanca V C U de p tal que

n

df;
w ’V: wWo -+ Zglfi
i=1 t

onde wy é uma 1-forma holomorfa em V', f; e g; sao func¢oes holomorfas em V

e cada f; ¢ uma equacao reduzida de uma componente irredutivel de CNV.

Em geral estaremos interessados na situagao em que C' =3 ", C; C X &
um divisor a cruzamentos normais simples (simple normal crossing divisor),
em cujo caso obtemos a seguinte sequéncia exata:

0— Q% = Q4 (logC) = P Oc, — 0
i=1
onde Q4 (logC) ¢ o feixe localmente livre (de posto 2) de 1-formas logarit-
micas (veja Lemma 8.16 de [34]) e a ultima aplicacdo ¢ dada pelo residuo,

definido como segue: se, localmente,

w ly=wp + Zngi
i=1 v
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entao o residuo de w ao longo de C; é dado por

Res(w)l|¢, = gi’{fi:0}~

Verifica-se facilmente que essa definicao independe das escolhas envolvidas

(fi7 gi, Wo etc.).
No contexto de folheagoes temos a definicao a seguir.

Definicao 3.1.2. Seja F uma folheacdao em X e suponhamos que a curva
C' seja F-invariante. Diremos que a folheagdo F é logaritmica em (X,C)
quando, dado p € C, w 1-forma definindo F em vizinhanca V de p e f
equacao reduzida de C' NV, a 1-forma meromorfa § for logaritimica com
polos em C.

Se a curva C' possui apenas singularidades a cruzamentos normasis, entao
toda folheacdo F em X tangente a C' ¢é logaritmica em (X, ). Neste caso,
o fibrado

L=N;®O0x(C)

¢ chamado fibrado conormal logaritmico. Se a curva é um divisor a cruza-
mentos normais simples, entao a aplicacao de residuo induz uma sequéncia

exata:

0— Ny = N; @ Ox(C) = P O,
i=1

Observemos que uma colecdo de secoes locais 7; de N3 ® Ox(C) definidas
em abertos V; determina uma cole¢do de residuos Resy,nc;(7;) como se¢oes
locais de N3 ® Ox(C)|¢,, para cada i =1,...,n.

Exemplo 3.1.3. Seja a 1-forma logaritmica fechada

d d
W = )\1—y — )\Q_x
Y x
Entao
Resz—gy(w) = =2
e

Resgy—oy(w) = A1

Relembremos a forma normal a seguir:
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Teorema 3.1.4 (THEOREME 1, [22], pagina 521). Seja F folheacio dada
por uma 1-forma holomorfa w em vizinhanca de 0 € C* com singularidade
1solada na origem e parte linear \yxdy — \oydx. Suponhamos que Ay, Ay $aG0
nao nulos e A1 /Ay e X\y/ A1 nao sao inteiros > 1. Entao eriste uma mudanga
de coordenadas em vizinhanca da origem tal que, nas novas coordenadas, a
folheacao € dada pela 1-forma

Mzl + zy(...))dy — Xoy(1 + xy(...))dx

Exemplo 3.1.5. Segue do teorema acima que se a folheacao F tem singu-
laridade reduzida nao degenerada em 0 € C?, entao podemos encontrar uma
expressao logaritmica para a folheagao como segue:

n=X(1+ xy())% — Xo(1+ xy())%

de modo que

Resgz—01(n) = =2

Resgy—0y(n) = A1

Vemos assim que o quociente de residuos é igual a menos o quociente de

autovalores.

Notemos que se a curva C' é compacta e w é uma segao global em vizi-
nhanga de C' de N3®@Ox(C'), entdo o residuo em cada componente irredutivel
C; é constante.

Fixemos uma curva compacta C' C X com singularidades a cruzamentos

normais simples. Seja JF uma folheagao reduzida tangente a C.

Proposicao 3.1.6. Se a folheacao reduzida F nao possui sela-no em C,
entao existem vizinhanca U de C e 1-formas logaritmicas em abertos contidos
em U definindo N3 ® Ox(C)|u tais que os residuos obtidos sio localmente
constantes.

Demonstracao. Fora dos pontos singulares de F em C, podemos escolher
secoes locais do fibrado conormal logaritmico com qualquer residuo fixado
em C*. Em vizinhancas dos pontos singulares, secoes locais com residuo

constante sao obtidas via Exemplo 3.1.5. O

Como consequéncia do Teorema 2.1.12; temos a proposicao a seguir:
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Proposicao 3.1.7. Se a folheacoa reduzida F nao possui sela-noé na curva

compacta invariante C =" C;, onde cada C; é uma curva suave, e

C N Sing(F) = Sing(C) = JC:n C;
i#]

N:® 0x(C)

¢, = Oc,

Demonstracao. O indice Z é zero nos pontos de C; — C' N Sing(C) e vale 1
nos pontos de C; N Sing(C). Logo

Ng

c; = NCZ- ®OC¢(Z(]:7 CZ))
= N¢, ® Og,(C; N Sing(C))
= No, ® Oc, (UG5 0 Cy)
= 0x(C)

C;
O

Observacao 3.1.8. A Proposi¢do acima também é consequéncia da (prova
da) Proposicao 3.1.6. Com efeito, primeiro notamos que os residuos tem coci-
clo de transicdo igual ao cociclo de Nx @ Ox(C) restrico a C' (em vizinhanga
dum ponto singular de C' temos duas componentes para o cociclo, cada uma
delas com valor dado pelas transi¢oes dos respectivos residuos). Em parti-
cular, em cada componente C;, o cociclo de transicao dos residuos nos da
um cociclo para N3 ® Ox(C)|¢,. Podemos escolher se¢oes locais definindo
N5 ® Ox(C) ao longo de uma vizinhanga de C; todas com o mesmo residuo
fixado em C* (ao longo de C;), logo segue a trivialidade de N3 ® Ox(C)

Ci

De nossa discussao acima também obtemos a

Proposicao 3.1.9. Suponhamos que a folheacao reduzida F nao possui sela-
nd na curva compacta invariante C =Y " | C;, onde cada C; é uma curva
suave, e
C' N Sing(F) = Sing(C) = | JC:nC;.
i#]
Entao
N7 ® Ox(C)|c = Oc¢
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se, e somente se, existem 01, ...,0, € C*, abertos V; formando vizinhanca de
C em X e segoes n; de Nx @ Ox(C)|y; tais que

Vin OZ 7é @ = Resci(m) = (5,
1=1,...,n.

Demonstragao. Suponhamos N3 ® Ox(C)|c = O¢. Entao, multiplicando as
secoes locais 7; dadas pela Proposicao 3.1.6 por constantes nao nulas conve-
nientes, podemos supor que o cociclo de transicao dos residuos é constante
igual a 1. Entao, em cada componente C;, vale

Vind; ?é )= Resci(m) =9,

para constante 6, € C*, i1 =1,...,n.

Reciprocamente, suponhamos que existam as se¢oes locais 7, como acima.
Entao, evidentemente, o cociclo de transicao dos residuos ¢ constante igual
a 1 e, portanto, N3+ ® Ox(C)|¢ € trivial. O

Observacao 3.1.10. Seja p € C; N Cs, onde C; e Cy sao curvas suaves. Se
C = (7 U} é invariante por uma folheacao F reduzida nao degenerada em
p e n é uma se¢ao local em vizinhanga de p definindo N3 ® Ox(C), entao o
quociente

Resc,n/Resc,n

independe de 7 e é igual a menos o quociente de autovalores da folheagao em
p. Isso é consequéncia do Teorema 3.1.4 (veja Exemplo 3.1.5).

A -\2

Figura 3.1: Quociente de residuos é igual a menos o quociente de autovaloes

em p.

Nossas discussoes anteriores e a observagao acima nos levam naturalmente

ao conceito a seguir.
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3.2 Representacao Residual

Seja F uma folheacao holomorfa numa superficie complexa X. Suponhamos

que F deixa invariante uma curva C' =Y | C; com as seguintes proprieda-
des:

1. C4,...,C, sao curvas suaves;
2. todas as singularidades de F em C' sao reduzidas;

3. Sing(C) = U,; Ci N C; sdo singularidades reduzidas niao degeneradas
de F.

A fim de simplificar a exposigao, vamos supor #C; N C; < 1sei # j (a
menos de realizar alguns blow-ups, ndo ha perda de generalidade). Se i # j
e C;NC; # 0, seja {p;;} = {p;i} = C:NC;.

Associado ao divisor F-invariante C' temos o seu grafo dual I'; onde cada
vértice representa uma curva C; e cada aresta ligando dois vértices representa
a intersecao dos mesmos no ponto p;;. O grafo serd dirigido, orientado pela
ordem dos indices de seus vértices, isto ¢, uma aresta p;; ligando um vértice
C; a outro vértice C; serd orientada no sentido de C; para C; se i < j.
(Existe uma escolha arbitraria na orientagao do grafo, mas isso nao afetara
nosso estudo.)

A cada aresta p;;, com i < j, associamos o nimero 6;; = —CS(F, C}, pij) €

C*. (Notemos que se a folheacao é reduzida nao degenerada em p;;, entao
05 = —CS(F,Cj,pij) = —ij/Bij = Resc,/Resc,

onde o, B;; sao autovalores no ponto p;; associados a um campo local que
define a folheagdo.)

Assim, obtemos um elemento
oc=oFc € H(T,C)
e (equivalentemente) uma representagao
p=prFc mI) = C

a ser chamada representacao residual.
Em certos casos, a representacao acima corresponde a obstrucao para a
trivialidade do fibrado linear N3 ® Ox(C)|c. Explicitamente, temos a
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Proposicao 3.2.1. Suponhamos que a folheacao reduzida F nao possui sela-
nd na curva compacta invariante C =Y " | C;, onde cada C; é uma curva
suave, €
C N Sing(F) = Sing(C) = | JC:nC;.
i#]
Entao
N;_— ® Ox(0)|c =0O¢

se, e somente se, a representacao residual pr cy € trivial.

Demonstragao. Se N3»® Ox(C)|c = O¢, entado a Proposi¢ao anterior (3.1.9)
mais a Observagao acima (3.1.10) implicam que a representacdo p(rcy é
trivial.

Reciprocamente, suponhamos a trivialidade da representacao residual.
Entao existem 91, ...,d,, € C* tais que

(SZ/(SJ = 5ij = RBSCi/RQSCj.

Assim, é possivel escolher sec¢oes locais do fibrado conormal logaritmico em
vizinhangas das singularidades de C' com residuo 9; ao longode C;, 1 = 1,...,n
(Observacao 3.1.10). Fora dos pontos singulares de C, podemos escolher o
residuo que bem quisermos, entao tomamos secoes nocais com residuo J;
ao longo de C;. Portanto, tais se¢oes locais trivializam o fibrado conormal
logaritmico em C' (via residuos). O

Defini¢ao 3.2.2. Um ciclo de curvas racionais suaves (ou simplesmente um
ciclo) € uma unido de um ntmero finito de curvas racionais suaves em posi¢ao
geral (cruzamentos normais) Cy, i = 1,...,m, m > 1, tal que: se m = 2, entao
#CO1NCy = 25 se m > 2, entao #C;NCq) = #C1NC, =1,i=1,...,m—1,
caso contrario #C; N C; = 0.

Exemplo 3.2.3. Se o grafo dual ' de C' é contratil, entao a representagao
p(]:’c) é trivial.

Exemplo 3.2.4. Seja uma folheacao F que deixa invariante um ciclo de
curvas racionais C' = Cy + Cy + C3, onde C']2 =1,7 = 1,2,3, e tal que
Sing(F)NC = Sing(C) sao singularidades reduzidas nao degeneradas de F.
(Por exemplo, considere a folheagao dada por w = xdy — Aydr em P?, onde

A€C—Qx0.)
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N\

\

/N

Figura 3.2: Ciclo de trés curvas racionais invariante.

O grafo dual de C é

o1
002 ég- .CB

o
02

onde os §;; representam o cociclo em H'(T', C*) correspondente a representa-

¢ao residual. Assim

012+ 013 =—1;
1

— +4 -1

5 + 023 ;
1 1

=,

da3  O13

Vemos facilmente que neste caso a representagao p(r c) ¢ sempre trivial.

3.3 Grupo de Picard de Curvas

Seja C' = > | C; uma curva complexa compacta (conexa!), onde cada C;
¢ uma curva suave, e [' o grafo dual de C'. Vamos descrever os fibrados
lineares em C' que tem a propriedade de ser trivial em restricao a cada uma

das componentes irredutiveis Cy, 1 = 1, ..., n.
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Proposicao 3.3.1. Seja T(C) = {F € Pic(C); F
Entao

¢, = Oc

T(C)~ H'T,C*) ~ Hom(m (I'),C*).

Demonstracao. Consideremos a sequéncia exata curta

1—>O*C—>é(’)*ci—> EB C—1

i=1 peSing(p)

onde o morfismo com imagem em @ C* é dado por quociente (para

peSing(C)
isto usamos uma ordenacao dos indices a fim de fixar como proceder tais

divisdes): se k <l e q € C,, N Cy, uma segao local de @), OF, com valor )y,
em q € Cy e A\ em ¢q € C; tem imagem com valor \;/)\; em ¢ (como se¢ao de

@ C*). Obtemos entao a sequéncia exata longa em cohomologia
peSing(C)

1-C"— @(C* — EB C* — Pic(C) — EBPic((J
i=1 peSing(C) i=1

Entao

12

Hom (7 (T), C*) HY(T',C¥)

@pesmg(C) C
m(P, C — @pESing(C) C*)
eapesmg(c) c
Ker(@pESing(C) C* — Pic(C))

m( P C - Pic(C))

peSing(C)

12

12

12

12

Ker(Pic(C) — @ Pic(C:

— T(C)

Assim, um fibrado linear

F € Ker(Pic(C) — @PIC @ C* — Pic(C))

peSing(C)
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determina um elemento em H'(T', C*) (logo uma representagio pg : m(T) —
C*) e reciprocamente um elemento em H'(T', C*) determina um fibrado linear
como acima.

A situgao de nosso interesse consiste da curva C' = > C;, com singu-
laridades a cruzamentos normais simples e invariante por uma folheacao F
reduzida, sem sela-n6 e singular apenas nos pontos de cruzamentos da curva,
e do fibrado conormal logaritmico L = N3 ® Ox(C) restrito a curva C, de

modo que

F = L|¢ € Ker(Pic(C) — @Pm

conforme a Proposicao 3.1.7.

A luz do que fizemos acima, podemos escrever o diagrama comutativo a

seguir.
1 H'(T,C*) — Pic(C) —= @ Pie(C;) — 1
=1
1 C* @C*—> P ¢ ——Pic(C)— P Pic(C;) —
peSing(C) i=1

LT

1—C —>@CC—> b c

peSing(C)

n ‘

1—0,—Ppo,— P T 1
i:lt peSing(C)
Lt é Oc,
=1

De nossos argumentos anteriores segue a generalizacao da Proposicao
3.2.1
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Proposicao 3.3.2. Suponhamos que a folheacao reduzida F nao possui sela-

nd na curva invariante C =% " | C;, onde cada C; € uma curva suave, e

C N Sing(F) = Sing(C) = JCiN C;.
i#]

Entao o fibrado linear F = N5 ® Ox(C)|c € determinado pela representagio

residual p(r.cy. Isto €, pr = pF.c)-

Demonstracao. Basta notar que

F=N7;® O0x(C)|c € Ker(Pic(C —>@Plc

3.4 Divisor Residual

Se a representacao p(rc) é trivial, entdao existem dy,...,0, € C* tais que
d;j = 0;/0; e, assim, podemos definir, a menos de multiplicagdo por constante

nao nula, o divisor residual
R = Res(F,C) 25 C;.

A fim de tornar a definicao precisa, determinamos o divisor residual impondo
que 0; = 1, de modo a obter solugdo tnica em 4y, ..., §,, (0 que, obviamente,
depende da ordem das componentes de C').

Exemplo 3.4.1. Suponhamos agora

D:i(]ﬂrkié”k
i= =1

com (', ...,C, curvas suaves compactas e Si,...,.5,, sendo as separatrizes
(germes) nao suportadas em C' passando por singularidades reduzidas nao
degeneradas de 7 em C' — Sing(C'). Suponhamos que a representacdo p(r,p)

seja trivial, com divisor de residuos

R = Res(F, D) ZMC —I—ZékSk
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Suponhamos que a folheacao nao possui separatriz fraca suportada em C.
Entao

R'Cj = iulClC’jJridkSkC]
i=1 j=1

iz M
= 1;(C? = CS(F,Cy))

= 0

i 0
= uj(Cf+ZM—_Ci'Cj+ZfSk'Cj)
k=1 "7

para j =1,...,n.
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CAPITULO 4

Existéncia de Separatriz

4.1 Representacao Residual Trivial e Separa-

trizes

Seja F uma folheacao holomorfa numa superficie complexa X. Suponhamos
que F deixa invariante uma curva compacta C =Y " | C; com as seguintes
propriedades:

1. C4,...,C, sao curvas suaves;
2. todas as singularidades de F em C' sao reduzidas;

3. Sing(C) = U,; Ci N C; sdo singularidades reduzidas ndo degeneradas
de F.

Indiquemos por Sep(F,C) = S; + ... + S, as separatrizes (germes) nao
suportadas em C passando por pontos de C'N (Sing(F) — Sing(C)) que sao
singularidades nao degeneradas.

Seja D = C + Sep(F,C) e p = pFp) : m(I') = C* a representacao
residual de F ao longo de D.

Teorema 4.1.1 (Teorema 2). Suponhamos que F ndo possui separatriz

fraca suportada em C e que a representacio p = pr,py seja trivial, com
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residuos piy, ..., i, a0 longo de C € 0y, ...,0, ao longo de Sep(F,C), isto €,

com divisor residual
R=Res(F,D)=> wCi+ Y Sk
i=1 k=1
Se a matriz de intersegio [C; - Cjl;; de C' € invertivel, entdo
#Sep(F,C) =m > dimg(Y_ mQ+ Y 5Q) > 1
i=1 k=1

Demonstragao. Consideremos a matriz de interse¢ao de C' com C+Sep(F, C),
A=[C;-C;®C;- Sy

Seja o C-divisor em X dado por

j=1 k=1
Entao C;- R=R-C; =0, parai=1,...,n. Logo
A(/Ll, ---7un7517 ,(Sm) = (O, ,O) e C".

Sendo a matriz de intersecdo [C;-C;] invertivel, entdo a matriz A tem posto n,
logo a igualdade acima corresponde a n relagoes Q-linearmente independentes

(com coeficientes inteiros) entre fiy, ..., fn, 01, ..., Op. LOgO

dimg(Y " mQ+ Y 0:Q) < m = #Sep(F, C).

i=1 k=1

Uma consequéncia interessante é o seguinte

Corolério 4.1.2. Suponhamos que a representacao p(rcy seja trivial. Se a
matriz de intersegao [C; - Cjl;; de C € invertivel, entao existe separatriz S
por ponto de C' — Sing(C) nao suportada em C e que nao € separatriz fraca

de sela-nd.

Demonstracao. Com efeito, se ndo ha sela-né em Sing(F) N (C — Sing(C))
com separatriz fraca suportada em C, entao o Teorema 4.1.1 implica na
existéncia de ponto singular da folheacao em Sing(F) N (C — Sing(C')) por
onde passa separatriz nao suportada em C e que nao é separatriz fraca de
sela-n6. Caso contrario, se existe sela-né em Sing(F) N (C' — Sing(C')) com
separatriz fraca suportada em C', entao a separatriz forte nao esta suportada
em C. ]
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4.2 O Teorema da Separatriz

Seja F uma folheagao holomorfa singular numa superficie complexa X. Su-
ponhamos que F deixa invariante uma curva C'=>_" | C; com as seguintes
propriedades ja costumeiras:

1. C4,...,C, sdo curvas suaves;
2. todas as singularidades de F em C' sao reduzidas;

3. Sing(C) = U,; Ci N C; sdo singularidades reduzidas ndo degeneradas
de F.

Particularmente interessante é estudar o caso em que a representacao
p = pF,c) associada a uma curva ezrcepcional é trivial. Relembremos a

noc¢ao:

Defini¢ao 4.2.1 (Curvas Ezcepcionais). Uma curva conexa, compacta, re-
duzida C numa superficie nao singular X é chamada excepcional se existe
um bimeromorfismo 7 : X — Y tal que C é excepcional para m, i.e., se existe
uma vizinhanca aberta U de C' em X, um ponto y € Y, e uma vizinhanca
V de y em Y, tal que 7 leva U — C' biholomorficamente sobre V' — {y}, onde
7(C) = y. Também iremos expressar essa situacao dizendo que C' é contraida

em y.
Entao nos serd tutil o seguinte resultado classico:

Teorema 4.2.2 (Grauert’s criterion, [1], pagina 91). Uma curva coneza,
compacta, reduzida C =3 | C; com componentes irredutiveis C; numa su-
perficie lisa € excepcional se, e somente se, a matriz de intersecao [C; - Cj| é
negativa definida.

Veremos agora o que podemos concluir supondo trivialidade da represen-
tacao residual e excepcionalidade da curva. O teorema abaixo é de fato uma
consequéncia direta do Corolario 4.1.2, pois toda matriz negativa definida
é invertivel, mas preferimos dar uma prova independente, porém no mesmo

espirito.

Teorema 4.2.3. Se a curva C' € compacta e excepcional e a representacao
p = preo) € trivial, entao existe ao menos uma singularidade p € Sing(F)N
(C = Sing(C)) e separatriz passando por p nao suportada em C e que ndo é

separatriz fraca de sela-no.
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Demonstracao. Se a representacao p é trivial (equivalentemente se o é tri-

vial), entdo existem Ay, ..., A, € C* tais que
CS(F, Cj,pig) = =Aij = =X/ A
se 1 < j. Logo, sendo p;; singularidade reduzida nao degenerada de F, temos

CS(.F, Cj,pij) = _)‘i/)\j

CS(.F‘, prm) = —>\]/>\z

Consideremos o C-divisor .
i=1

Suponhamos, por absurdo, a nao existéncia de separatriz nao suportada
em C' que nao é separatriz fraca de sela-nd passando por singularidade da
folheagao em C' — Sing(C) = C — Ui# C; N C;. Assim, os possiveis pontos
singulares em C'—{J,_.; C;NC; sdo selas-nds com separatriz forte em uma das
componentes de C' e separatriz fraca (se existe) nao suportada em C, logo o
indice de Camacho-Sad nesses pontos é nulo ao longo de C. Portanto, como

ja tivemos ocasiao de calcular noutra ocasiao, vale

R-C; = zn:Aici-cj
=1

A
= NG+ 5G-0)
itj Y
= )\](CJQ — ZCS(.F, Cj,pij)C'i . Cj)
i#£]
= XN(CF=CS(F,Cy)

para j =1,...,n.
Podemos escrever
R - Rl + V —1R2

onde R; e Ry sao R-divisores. Entao

R'Cj:Ole'Cj—i‘\/—le‘Cj:O
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logo Ry - C; = 0e Ry-C; = 0, para j = 1,...,n. Isto implica R = 0 e
R2=0. Mas R # 0, logo R; # 0 ou Ry # 0, portanto a matriz de intersegao
[C; - C}]izj ndo é negativa definida, contrariando a excepcionalidade de C,
pelo Critério de Grauert acima. O

Como consequéncia temos um critério para existéncia de separatriz em

superficie singular (normal).

Corolario 4.2.4. Seja F uma folheag¢ao na superficie singular normal X.
Seja Y — X aplicacao bimeromorfa que resolve a singularidade p e tal que
a folheacao induzida G = n*F € reduzida. Suponhamos que exista uma Sub-
curva coneza C =Y " C; C E =7 (p) tal que a folheacao G é reduzida
nao degenerada nos cruzamentos Sing(C) = Ui# CiNC; e G ndo possui
separatriz fraca de sela-nd suportada em C. Se a representacao p = pg,c) €
trivial, entao F possui separatriz passando por p.

Demonstracao. A curva C é excepcional, logo estamos em condigoes de apli-
car o Teorema 4.2.3. Assim, existe singularidade ¢ € C' — Sing(C) e sepa-
ratriz (de G) passando por ¢ mas nao suportada em E (pelas hipoteses do
enunciado). Tal separatriz projeta-se pela aplicacdo m numa separatriz de F
passando por p. O

Corolario 4.2.5 (Generalizagdo do Teorema da Separatriz por Camacho,
[5]). Seja F uma folheagao na superficie singular normal X. Seja E o divisor
excepcional obtido pela resolucao da singularidade p € X sequida da reducao
de singularidades da folheacao. Se o grafo dual de E € uma drvore, entdo
existe separatriz passando por p.

Demonstracao. Com efeito, basta mostrarmos que existe sub-curva conexa
C C FE nas condicoes do enunciado do Corolario anterior, pois tal sub-curva
também terd grafo dual contratil, logo a representagao p(g ) serd trivial.
Seguimos um argumento de M. Toma em [32]. Seja A C I' o subgrafo
consistindo da uniao das arestas de I' que nao conectam vértices por um
cruzamento em sela-no, ou seja, retiramos de I' as arestas que correspondem
aos cruzamentos em sela-n6. Notamos que retirar uma dessas arestas divide
um grafo contratil em duas componentes, uma correspondendo & componente
da separatriz forte e outra correspondendo a componente da separatriz fraca.
Fazendo esse processo de remocao de aresta indesejada e sempre fixando a
componente que resta correspondente a separatriz forte, ao final obtemos uma
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componente conexa 'y C A sem vértices que sao separatrizes fracas. Entao
[y é o grafo dual de uma sub-curva C' com a propriedade desejada. O

Em particular, resulta o importante

Corolario 4.2.6 (Teorema da Separatriz de Camacho e Sad, [7]). Sejam F
folheagao na superficie lisa X e p € Sing(F). Entao existe separatriz de F

passando por p.

Observacao 4.2.7. Agora vamos analisar o que ocorre em geral sem impor a
trivialidade da representagao residual. Antes relembremos alguns fatos sobre
grafos finitos.

Teorema 4.2.8 (Theorem 4.2 de [21]). Seja I" um grafo. Entao toda drvore
contida em ' estd contida numa drvore maximal contida em T.

Teorema 4.2.9 (Theorem 4.2 de [21]). Seja ' um grafo e seja T um
subgrafo de T' que é uma drvore. FEntao T é mazximal se, e somente se,

contém todos os vértices de .

Seja, como antes, I o grafo dual da curva C'. Se considerarmos a arvore
maximal T" C T', entdo todas as arestas de I" estao em 7. Logo T é o grafo
dual da curva C' = 3" | C; com a exclusao de by (I") arestas (cruzamentos de
componentes de C'), onde by(I") é o primeiro nimero de Betti de I'. Agora
fazemos blow-up em todos os pontos de cruzamento ignorados pela arvore 7.
Obtemos assim que o grafo dual A do transformado estrito C' = S C; de
C é contratil.

Suponhamos que a folheacdo reduzida F nao possui sela-ndé na curva
invariante C. Como D = C + Sep(g,é’) tem grafo dual contratil, entao a
representacao pg p) : A — C* é trivial. Podemos escrever

Sep(G,C) = By + ... + Eap,ry + S+ .4 S,

onde os germes de separatrizes I,..., Fy, ) vem do divisor excepcional e
St S, se projetam nos germes de separatrizes Si,..., S, passando por
C. Por construcao, C estd nas mesmas hipoteses de antes para C (auséncia
de sela-n6), mas agora ja temos de inicio que #Sep(G,C) > 2by(I'). Mais

precisamente
m = #Sep(F,C) = #Sep(G,C) — 2b,(T) > 0

Pelo Teorema 4.1.1 deduzimos o
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Teorema 4.2.10. Se puy, ..., i, sao os residuos de pg py ao longo de C,
Uiy .oy Uy a0 longo de By + ...+ Egy 1y € 01, ...,0m ao longo de Si+ ... 4 S,
isto €, o divisor residual é

2by ()

R = Res(G, D Z,MLC' + Z v B +Z5k5k

Entao, se a matriz de intersegao [C; - Cyli; de C € negativa definida (isto €,

C' é excepcional), obtemos

2b1(T")

#Sep(F,C) =m > dimg Z“l(@+ Z V]Q—FZékQ —2b1(I") >0

4.3 Representacao Residual Torcao e Separa-

trizes

Comecamos com o conhecido truque do recobrimento em sua versao mais

simples (nao ramificado).

Proposigao 4.3.1. Sejam X uma variedade complexa e L um fibrado linear
sobre X de ordem k > 0 em Pic(X), isto €, k é o menor inteiro positivo para
o qual L®* ¢ trivial. Entdo existe um recobrimento regular de ordem k ciclico
g:Y — X tal que g*L € trivial.

Demonstracao. Seja 7 : L — X a projecao do fibrado. Consideremos uma
secao trivializante s de L®* e seja a aplicacdo f : L — L®* dada por

f)=v*F=v®.. v

(k vezes).
Entao Y = f~!(s(X)) C L é¢ uma subvariedade de L e a projecao

g:T|y2Y—>X

¢ um recobrimento regular de ordem k ciclico (para generalizagao desta cons-
trugao, veja [1], pagina 54). Os automorfismos de recobrimentos sao as restri-
coes a Y dos automorfismos de fibrado em L correspondentes a multiplicacao
por raizes k-ésimas da unidade.

Por construcgao, o fibrado g*L é trivial. Com efeito, a propria inclusao
de Y em L nos fornece uma secao global trivializante de ¢*L, pois cada
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elemento v € Y C L é nao-nulo como elemento de L e, portanto, é nao nulo
como elemento de g*L.

g L7 [ —— [ — > [®*

y«< inclusao I T X
\_/

g

Relembremos também o seguinte resultado da Geometria Complexa:

Teorema 4.3.2 (Grauert, Satz 5, [11] pagina 340). Seja A um subconjunto
analitico conexo e compacto da variedade analitica X. FEntao A € excepcional
se, e somente se, possui uma vizinhancga estritamente pseudoconvera G em

X tal que A € o subconjunto analitico compacto mazimal de G.

Como consequéncia, no caso particular que nos interessa, obtemos o se-
guinte fato: se g : Y — X & um recobrimento finito da superficie complexa
X e C' C X é uma curva excepcional, entdo ¢g~'(C) é uma curva excepcional
em Y.

Suponhamos que a folheagdo F deixa invariante uma curva C' = >  C;

tal que:
1. (4, ..., C, sao curvas suaves;
2. todas as singularidades de F em C' sao reduzidas nao degeneradas.

Com essas hipoteses, obtemos uma versao do Teorema 4.2.3 no caso em que
a representacao residual é de torcao.

Teorema 4.3.3. Se a curva F-invariante C = > C; C X é compacta e
excepcional e a representagao p = pr oy € torgcao de ordem k, enlao existe ao
menos uma singularidade p € Sing(F)N(C'—Sing(C)) e separatriz passando
por p, nao suportada em C.

Demonstracao. Seja F = F, = Ny @ Ox(C)|c o fibrado linear sobre C
associado a p (veja a subsecao 3.3) e consideremos uma extensao C*-plana L
de F a uma vizinhanca U de C' de modo que L®¥ ¢ trivial. Entdo, pelo truque
do recobrimento exibido inicialmente, obtemos um recobrimento ciclico de

ordem k de uma superficie Y sobre X, digamos g : Y — X, com ¢*L trivial.
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Sejam G =¢g*F e D = Zfﬁl D; =g }C). Assim
N; ® Ox(D)|p=g"F =g"L|lp =0p

logo a representacao p = p(g,p) € trivial. (Reveja a subsecdo 3.3 e a Proposi-
¢ao 3.3.2.) Pelo Teorema 4.3.2, a curva D é excepcional. Logo, do Teorema
4.2.3, existe separatriz por ponto de Sing(G) N (D — Sing(D)) nao suportada
em D. Tal separatriz projeta-se por f em separatriz de F com as proprieda-
des desejadas. O]

4.4 Folheacgoes com Feixe Normal Q-Gorenstein

Um feixe S numa superficie singular é dito Q-Gorenstein se existe um inteiro
positivo & > 0 tal que a k-ésima poténcia S®* ¢ localmente trivial (mesmo
nas singularidades).

Nosso objetivo agora ¢ provar o Teorema 1 da Introdugao:

Teorema 4.4.1 (Teorema 1). Seja F uma folheacio na superficie singular
normal X. Seja f Y — X aplicacio bimeromorfa que resolve a singulari-
dade p e tal que a folheacdo induzida G = ™ F € reduzida em E = f~'(p).
Se G nao possui sela-nd no divisor excepcional E e o feize normal de F ¢é

Q-Gorenstein, entao F possui separatriz passando por p.

Antes desenvolvemos alguns resultados preliminares. Primeiro, necessi-

taremos do seguinte resultado:

Lema 4.4.2 (Lemma 5 de [33]). Sejam X uma superficie compacta com-
plexa nao singular, K um subconjunto compacto de X e E um fibrado vetorial
holomorfo sobre X. Se X — K € estritamente pseudoconvexo, entao toda se-
cao s de B sobre X — K pode ser extendida a uma segao meromorfa s sobre

o X inteiro.

Proposigao 4.4.3. Seja F uma folheagcao na superficie singular normal X.
Seja f Y — X aplicagao bimeromorfa que resolve a singularidade p. Se o

feixe normal de F é Q-Gorenstein, entao, em vizinhanga V de F,

n

k| _
Ng |v = OY( E aiEi>|V
i=1
onde k € o menor inteiro para o qual N;_?k € trivial em vizinhanca de p,
0s a; sao mimeros inteiros e f~H(p) = E = Y i | E;, cada E; sendo uma

componente irredutivel.
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Demonstracao. Primeiro notamos que, do Teorema 4.3.2, o divisor excepci-
onal E possui uma vizinhanca estritamente pseudoconvexa V. E para uma
vizinhanga suficientemente pequena U de p, o feixe N ;_?k é trivial. Diminuindo
U e V se necessério, podemos assumir f~(U) = V.

Como Ng)k = f*N;_?k é trivial em V — F/, entao existe uma secao holomorfa
sem zeros s do fibrado Ng’k em V —FE. O Lema 4.4.2 acima implica que existe
extensao meromorfa s de s a V', a qual terd polos ou zeros ao longo de F, o
que demonstra o teorema. ]

Lema 4.4.4. Seja G folheacao reduzida em Y e tangente a curva E =
Yo, E;, onde cada E; é uma curva suave em Y. Suponhamos que G nao

possut sela-no em E e que

E N Sing(G) = Sing(E) = UEZ NE;.
i#]
Se
N; @ Oy (BE)|$F = Op

para algum inteiro k > 0, entdo a matriz de intersecao de E nao € negativa

definida (E nao é excepcional).

Demonstragdo. Se vale N§ ® Oy (E) %k = Og, entao, pela Proposicao 3.3.2,
a representagao p(g gy ¢ tor¢ao. Segue do Teorema 4.3.3 que E nao pode ser
excepcional. O

Demonstracao do Teorema 4.4.1. Suponhamos, por absurdo, que nao
hé ponto singular de G em E — Sing(E). Sendo Nx um feixe Q-Gorenstein,
resulta da Proposicao 4.4.3 que, em vizinhanca de F,

n

N =0y (> aiE))
i=1
onde k > 0 e 0s q; sao numeros inteiros e £ = Z?:l E;, cada F; sendo uma
componente irredutivel.
Como nao ha sela-n6 em FE, entao, pela féormula de intersecao com o
fibrado normal dada no Teorema 2.1.12, vale

ou seja,

(Ng— E)-E; =0
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para 7 = 1,...,n. Entao

() wE; —kE)-E; =0
=1

ou seja,
n

O (ai—k)E)-E; =0

=1

para 7 =1,...,n. Logo

n

O (ai = k)E)* =0.

i=1
Portanto, como a matriz de interse¢ao de F é negativa definida (Critério
de Grauert 4.2.2), a; = k para todo i = 1,...,n, ou seja

Ng)k = OY(k‘ZEi) = Oy (kE)
i=1

contrariando o Lema 4.4.4. Logo, existe ponto singular de G em E — Sing(FE)
e, sendo tal ponto uma singularidade reduzida nao degenerada, existe separa-
triz pelo mesmo que nao esti contida em FE, a qual projeta-se em separatriz
de F passando por p. O

A demonstragdo do teorema acima nos permite enunciar um resultado

mais geral.

Teorema 4.4.5. Seja F uma folheacio na superficie singular normal X.
Seja f Y — X aplicacio bimeromorfa que resolve a singularidade p e tal
que a folheacao induzida G = f*F € reduzida em E = f~'(p). Se G nao
possut sela-no no divisor excepcional E e

n

Nol5F = Oy () aiEy)|e

=1

onde ay,...,a, € Z. Entao F possui separatriz passando por p.

Uma pergunta natural que surge é se poderiamos supor que o feixe tan-
gente Tr é Q-Gorenstein e obter, nas hipéteses do Teorema 1, existéncia de
separatriz. Conforme [13], exemplos naturais respondendo negativamente a
questao surgem de campos vetoriais em superficies de Kato intermedidrias.
Superficies de Kato intermediarias possuem um divisor D (o divisor redu-

zido maximal de curvas racionais) com suporte conexo e matriz de intersegao
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negativa definida. Algumas delas admitem um campo de vetores holomorfo
global v. Como a matriz de intersecao é negativa definida, entao D ¢é inva-
riante pelo campo v. Tais campos vetorias sao bem entendidos e sabemos
que em vizinhanga de D as tnicas singularidades de v estao em D e qualquer
germe de curva invariante passando por D estd suportado em D. Assim,
contraindo D num ponto p, obtemos uma superficie singular (em p) admi-
tindo um campo de vetores holomorfo sem separatriz passando por p. Ou
seja, uma folheagao F numa superficie singular sem separatriz passando por

p, mas cujo feixe tangente Tx é Gorenstein.
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CAPITULO b

FolheacBes Especiais

5.1 Logaritmicidade
Em [4], M. Brunella prova o seguinte resultado, baseado num teorema de
Deligne:

Teorema 5.1.1 (Proposition 10 de [4]). Seja X superficie compacta Kihler
com a propriedade que o "morfismo de classe de Chern real"H'(X,O*) —
H?(X,R) € injetivo. Seja F uma folheagcdo em X tangente & curva ndo
dicritica C' tal que

1. existem myq,...,my € Z tais que (Z,ivzl miC;, ) > 0;
2. N]: C = CQ;
3. C? < (Nx)?.

Entao F é gerada por uma 1-forma meromorfa fechada €2 tendo C' como

divisor polar de primeira ordem.

Inspirados pelo resultado acima, a seguir damos uma condigao suficiente
para que uma folheagdo logaritmica em (X, C) seja dada por uma 1-forma
logaritmica fechada em vizinhanga de C"

Teorema 5.1.2. Seja X superficie compacta. Seja F folheacao reduzida em
X e tangente a curva C = Z?:l C;, onde cada C; € uma curva suave em X.

Suponhamos que F nao possui sela-no em C' e que
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1. existem myq,...,my € Z tais que (Z,ivzl miC;, ) > 0;
2. N]*_—(X) OX(C)|C = O¢;
3. C% < (Ng)2.

Entao existe 1-forma logaritmica fechada em vizinhanca U de C' que define

a folheacao nesta vizinhanga.

Demonstragao. Seja o fibrado conormal logaritmico L = N3 ® Ox(C). Os
itens (2) e (3) implicam
L*>0.

Pelo item (2), temos L - C; = 0 parai = 1,...,n, logo

N N
k=1 k=1
Considerando o item (1), o Teorema do Indice de Hodge implica
L* <.

Portanto L? = 0 e, novamente pelo Teorema do Indice de Hodge, a classe de
Chern de L ¢é zero. Logo o fibrado L é S'-flat (Corollary 2.6 de [26]) e, de
L|c = O¢, segue a trivialidade de L em vizinhanca de C.

Seja w uma 1-forma logaritmica em vizinhanga U de C' definindo L|y.
Como C' é compacta, os residuos ao longo de C;, i = 1, ..., n, s3o constantes,
logo dw é uma 2-forma holomorfa em U.

Assim, existem 1-formas logaritmicas w; definindo a folheacao, com polos

ao longo de C' e dw; holomorfa, tais que
Wi = MHijWs

onde y;; € S' (notemos que agora i € I sdo outros indices e ndo necessaria-
mente i = 1,...,n; mas coloquemos 0 € I, wy = w). Desse modo

dw; N dw; = dw; N dw;
nos fornece uma 4-forma real {2 em X e
w; A\ dw; = w; N dw;
¢ uma 3-forma real © em X tal que
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Como X é compacta, o Teorema de Stokes implica

/Q:/d@:()
X X

Escrevendo localmente dw; = f;dzy A dzy e
Q= dwi A d(ﬂz == —|fz|d21 A dZH A dZQ A d272 == |fz|dl’1 VAN dy1 N dIL‘Q N dyg

(com z; = x; ++/—1ly;, j = 1,2) concluimos que 2 = 0 e, portanto, dw; = 0
para todo ¢« € I. Em particular, a 1-forma logaritmica w é fechada. O

Por outro lado, vale uma assertiva "dual"ao teorema anterior, isto é,
partindo de uma folheacao bem comportada em vizinhanca de uma curva C,
deduzimos a existéncia de outra folheagao (global) dada por uma 1-forma
logaritmica fechada global em X com polos em C. O argumento principal
provem de J. V. Pereira (Proposition 2.2 de [25]).

Teorema 5.1.3. Seja X superficie compacta e U C X um aberto. Seja F
folheagao reduzida em U e tangente o curva C = > C; C U, onde cada
C; € uma curvae suave em X . Suponhamos que F nao possui sela-no em C' e

que
1. existem my,...,my € Z tais que (30, mpCi,)? > 0;
2. N;:@ Ox(0)|c = Oc¢;

Entao existe 1-forma logaritmica fechada definida em X com divisor polar

C.

Demonstracao. Se vale N3 @ Ox(C)|c = O¢, entao, pela Proposicao 3.2.1,
a representacao p(rc) € trivial. Assim, existem d,...,6, € C* tais que o
C-divisor R =Y, 6;C; cumpre

R-C;=0
para ¢ = 1,...,n. Escrevendo
R — Rl + V —1R2

onde R; e Ry sao R-divisores, temos

RlC,:O
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Rg'CiZO

parai = 1,...,n. Em particular, R; - Z]kvzl mCi, =0e Ry- Zszl mC;, = 0.
Assim, pelo Teorema do Indice de Hodge, a classe de Chern de R é zero
(vista como elemento em H?(X,C)). Vamos mostrar que existe 1-forma
logarftmica em X com divisor polar C' e residuo R. Com efeito, da sequéncia
exata
n
0— Q% = Q4 (logC) = P Oc, — 0
i=1
obtemos por sequéncia exata longa em cohomologia a aplicacao de cobordo

Pc=pH(C,0c) - H' (X, Q)
=1

i=1
a qual leva uma escolha de residuos a um cociclo de 1-formas logaritmicas
nij = m; —n;, onde n; € Q% (log C)(U;) é uma 1-forma logaritmica no conjunto
aberto U; com os residuos prescritos. (Do Teorema de Decomposi¢ao de
Hodge, H'(X, Q%) ~ H"'(X) C H?*(X,C), ou seja, a aplicagdo acima da a
classe de Chern de um C-divisor.) Se o cociclo 7;; é cohomologo a zero entdo

n —n; = Bi — B
para 1-formas holomorfas fechadas ; € Q% (U;).
Portanto, as 1-formas
ni — Bi =mn; — B
determinam uma 1-forma logaritmica definida em X tangente a C' e com

residuo R. Resulta das consideragdes feitas na prova do teorema anterior
que essa 1-forma obtida é fechada. O

Observacao 5.1.4. Se vale o item 1 do teorema acima e existe um C-divisor
R tal que R-C; =0, 7= 1,..., n, entao segue a conclusao do teorema.

5.2 Trés Folheacoes Muito Especiais

Conforme mencionado na Introducao, nem toda folheacao adimite um modelo

minimal e vale o

Teorema 5.2.1 (Theorem 1, [2]|, pagina 75). Seja F uma folhea¢ao holo-
morfa numa superficie compacta X sem modelo minimal. Entao F € bime-

romorficamente equivalente a uma folheacao na lista abaixo:
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1. fibracao racional;
2. folheacao de Riccati nao trivial;
3. a folheagao muito especial descrita na pdgina 58 de [2].

E a folheacdo do item (3) é especial no sentido que vale o resultado a
seguir.

Teorema 5.2.2 (Proposition 3, [2], pagina 60). Seja F uma folheagao
numa superficie compacta complexa X e seja C' C X uma curva racional
nodal com wm vnico né p, invariante por F e com C* = C'-C = 3. Suponha
que p é uma singularidade reduzida nao degenerada de F e que € a unica
singularidade de F em C. FEntao F € tnica a menos de transformacoes

birracionais.

A partir de agora, o teorema principal a ser demonstrado (no proximo
capitulo) é o

Teorema 5.2.3 (Teorema 3). Seja F uma folheag¢do numa superficie com-
pacta complexa X e seja C' C X um link para F. Entao temos apenas trés

possibilidades, cada uma unica a menos de transformagoes birracionais:

1. C* =1 e F € birracional a uma folheagio & em Bl3(P?)/a, onde
a € Aut(Bl3(P?)) e Bl3(P?) é um blow-up de P? em trés pontos nao

colineares;

2. C? = 2 e F ¢ birracional a uma folheagio E em P! x P1/B, B €
Aut(P! x P);

3. C? =3 e F ¢ birracional a uma folhecio E5 em P2/~ (folheagdo muito
especial de Brunella), v € Aut(P?).

Note que estamos trabalhando livremente com folhecoes em superficies
singulares.

A seguir veremos a descricao das trés folheagoes citadas no teorema acima.

5.2.1 A Folheagao Muito Especial de Brunella

Seja L a folheacao linear em P? dada em coordenadas afins pela 1-forma

1+£+v-3

5 Jydr — xdy.

w= Aydr — xdy = (
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Essa folheacao possui um ciclo de trés linhas invariantes C7 + Cs + C5. Além
disso, a folheacdo L é ~-invariante, onde v : (s :t:u) — (u : s : t) pertence
a Aut(P?).

A folheagao quociente &3 = L/ obtida tomando o quociente de (P?, L)
pelo grupo gerado por v é, por defini¢ao, a folheagao muito especial de Bru-
nella (veja |2, Chapter 4]).

Notemos que a escolha de \ nao afeta a classe birracional de &, pois a

involucdo (z,y) — (y,x) conjuga as duas possiveis constugoes.

A \/

/4SS 7\
7 X\

Figura 5.1: Folheacao Muito Especial de Brunella.

5.2.2 Segunda Folheacao Muito Especial

Consideremos a folhegao M em P! x P! dada em coordenadas afins (z,y)
pela 1-forma linear

w = \ydr — xdy = £/ —1ydr — xdy.
onde A = ++/—1. Entao é invariante o ciclo de quatro linhas
(P' x {0}) + (P! x {oo}) + ({0} x P') + ({00} x P),

no qual as tunicas singularidades sao os pontos de cruzamento, cada uma

sendo reduzida nao degenerada. O automorfismo de ordem 4
B:(u:v,z:w)— (z:w,v:u).

¢ tal que, em coordenadas afins (z,y), 8(z,y) = (y, 1) e

1

* * ]'
frw = " (A\yde — xdy) = Agdy — y(—;)dw,
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portanto, como A = +v/—1,
wA 'w = (Aydx — zdy) A ()édy + %dw) =N+ 1)%d:{: Ady = 0.
Notemos que [ permuta ciclicamente o ciclo de quatro linhas
(P' x {0}) + (P' x {oo}) + ({0} x P") + ({o0} x PY).

Entao a folheagao quociente & obtida tomando-se o quociente de (P! xP!, M)
pelo grupo gerado por 3 é a folheacao desejada, isto ¢, & tem um link de

auto-intersecao 2.

\__
- N

_ 7\
=

Figura 5.2: Segunda Folheacao Muito Especial.

D .
N T
A L

Novamente a escolha de \ nao afeta a classe birracional de &, pois a

involucdo (u: v,z : w) — (2 : w,u : v) conjuga as duas possiveis construcoes.

5.2.3 Terceira Folheagcao Muito Especial

Seja L e v como na subsegao 5.2.1. Relembremos que £ tem um ciclo inva-
riante de trés linhas C) + Cy + C3, onde C; = {[z : 23 : 23] € P?|z; = 0},
1 =1,2,3. Consideremos a transformacao de Cremona padrao

f:P? -5 P2,

f([z1: 22 1 z3]) = 2223 1 2123 © 2129

Notemos que L é f-invariante.
Se fizermos blow-up nos trés pontos de cruzamentos do ciclo L-invariante
de trés linhas projetivas C; + Cy + (3, obtemos um morfismo birracional
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73 : Bl3(P?) — P? e uma folheagio N' = 73L com um ciclo de seis (—1)-

curvas racionais suaves, digamos
Cy+ Cy+C3+ Cy+ C5 + Cs

no qual as singularidades de N sdo apenas os pontos de cruzamentos (e elas

sdo reduzidas ndo degeneradas), onde C; = 7C;, i = 1,2, 3. Notemos que
o =75 o foms: Blz(P?) — Bls(P?)

¢ um automorfismo de ordem 6 que preserva a folheacao e permuta ciclica-

mente o ciclo de seis curvas racionais suaves.

- COA
N A

Figura 5.3: Terceira Folheacao Muito Especial.

A folheagao quociente £ = N /a possui um link de auto-interse¢ao 1,
logo &; é a folheagao desejada.

5.3 Folheacoes de Riccati

Relembremos a definicao de folheagao de Riccati.

Definicao 5.3.1. Uma folheacao F numa superficie compacta é chamada
folheagao de Riccati se existe uma fibracao racional = : X — B (possivel-
mente com fibras singulares), onde B é uma curva complexa suave, cuja fibra

genérica é transversal a F.

Teorema 5.3.2 (Proposition 1, [2], pagina 51). Seja F uma folheagao
numa superficie complexa compacta X se seja C' C X uma curva racional

suave de auto-intersecdo C* = 0. Entdo

1. se Z(F,C) =0 entao F é uma fibragao racional;
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2. se Z(F,C) =2 entao F € uma folheagao de Riccati;
3. Z(F,C) nao pode ser igual a 1.

Seja entao F folheacao em X que é Riccati com respeito a uma fibracao
m: X — B. Se R ¢é uma fibra regular de m que é F-invariante, entao
(]2, Chapter 4|): existem no maximo duas singularidades em R e existem
coordenadas (z,y) € D x P! em vizinhanga de R, onde D ¢ um disco, tais
que a folheacao é dada pela 1-form

w = (al@)y? + b()y + olx))dz + h(z)dy.

Seja ¢ uma singularidade de w. Apoés uma mudanca na coordenada y,
podemos supor ¢ = (0,0). Escrevendo h(z) = hgpa® + ..., onde k > 0 e
hi. # 0, definimos a multiplicidade da fibra R como I(F, R) = k.

A seguinte definicao nos sera util, pois destaca uma propriedade que nos
ajudara a ter uma ideia do que acontece numa reducao de singularidades de
folheagoes de Riccati (conforma o lema que veremos logo mais).

Definicao 5.3.3. Seja F uma folheacdo numa superfice complexa X. Uma
singularidade p € X de F sera dita efetiva se o divisor excepcional de uma
(logo todas) reducao de singularidades de F em p for uma cadeia de curvas
racionais suaves Lq,...,L, tal que existe no maximo uma componente nao

invariante e se L; é tal componente, entao

onde F é a folheaciio reduzida e 0ij € o delta de Kronecker, isto é, 6;; = 1 e
6ij =0sez 7é j

Suponhamos que a parte linear de um campo de vetores que gera F em
vizinhanca da singularidade p tem multiplicidade algébrica 1. Entao, pela
forma canonica de Jordan, esta parte linear é dada por uma das seguintes
matrizes;

A0 M O
1 ,AeC (2 , A1, Ag € CF;
<><00> <><0A2>12

(3) (3 }\),AGC*;(ZL) (8 é)

Seja m um blow-up em p. As trés proposicoes seguintes sao de facil veri-
ficacao.
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Jo L
A

HIFTTTTTIN

NP LY

e i
SNe

Figura 5.4: Singularidade efetiva.

Proposicao 5.3.4. Se p é uma singularidade de tipo (2) com Ay = Ag = A,
entao o diwisor excepcional de w € nao invariante e nao tem singularidade de
m* F.

blow-up —

Figura 5.5: Blow-up tipo 2 com A\; = .

Proposigao 5.3.5. Se p é uma singularidade de tipo (2) com Ay # e, entao
o divisor excepcional de m € invariante e tem duas singularidades de 7 F,
cada uma de tipo (2), com autovalores A\; — Ay, Ao € A1, Ag — Ay, respectiva-

mente.
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)
p
C

Figura 5.6: Blow-up tipo 2 com A\; # As.

Proposicao 5.3.6. Se p € uma singularidade de tipo (3), entio o divisor
excepcional de m € invariante e tem apenas uma singularidade de ©F, de

tipo (1).
N
N
\
C

Figura 5.7: Blow-up tipo 3.

Notemos que se p é de tipo (1), entdo p é reduzida e portanto é uma
singularidade efetiva (sindularidade nio dicritiva é efetiva). Combinando as
trés proposicoes precedentes, podemos concluir a seguinte

Proposigao 5.3.7. Se p é uma singularidade de tipo (1), (2) ou (3), entdo

p € efetiva.

O
Agora voltemos ao caso de F ser folheagao de Riccati. Primeiro, notemos
que, por |2, Chapter 3, paginas 55-56|, se p possui parte linear nao trivial
e nilpotente (tipo (4)), entao p é nao dicritica, logo p é efetiva.
Portanto:
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.
I \\*

=

,\

blow-up . blow-up k
J

=

<

Figura 5.8: Redugao de singularidade nilpotente de folheacao de Riccati.

Proposigao 5.3.8. Se p = (0,0) é uma singularidade (de folheagio de Ric-

cati) com parte linear nao trivial, entao q € efetiva.

]

Em geral vale o

Lema 5.3.9. Seja p = (0,0) singularidade da folhea¢ao de Riccati F e
T :Y — X uma reducao de singularidades em p. Se R é a fibra invari-
ante passando por p, seja S =7 ' (R) = Dy + ... + D,,, onde cada D; é uma
curva racional suave. Entao existe no mdrimo uma componente irredutivel
nao invariante pela folheacao e se Dy € tal componente, entao cada compo-
nente conexa de Z#k D; possui uma componente trredutivel com apenas uma

singularidade de F.

Demonstracao. Como antes, a folheacao ¢ dada, em coordenadas convenien-

tes, pela 1-forma
w = (a(z)y* + b(x)y + c(z))dz + h(z)dy.

Se a parte linear de w em p é nao trivial, o resultado segue da Proposicao
5.3.8.
Entao supomos que a parte linear de w em p é trivial. Logo
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(F.R)=k>1.

Como Sing(w) C Sing(F) tem codimensao dois em X, temos a(0) # 0.
Portanto w tem multiplicidade algébrica dois em p. Como b(0)%—4a(0)c(0) =
0, p é a tnica singularidade de F em R. O blow-up em p possui em R'NE" (E'
¢ o divisor excepicional e R’ é o transformado estrito de R) uma singularidade
de tipo d(xy) = 0 e nenhuma mais em R'. Se colapsarmos R', entdo £’
se torna uma nova fibra R; de uma nova fibragao racional, invariante por
uma nova folheacao de Riccati F;. Desta forma, existem no méximo duas
sinfgularidades de Ry, mas agora [(Fi, Ry) < I(F,R) = k.

contrai ,

X
\R/ f\f blow-up m /\/

Figura 5.9: Transformacao Elementar.

Esse procedimento serd chamado transformacdao elementar com centro p.
Apoés um namero finito de transformacoes elementares o1 : X = Xg --+ Xj,
oy Xy -+ Xo,o, 0y 1 X(in—1) ——* X,py, obtemos folheacoes de Riccati F; =
(01)«F em Xq,..., Frp = (0 )« Fm—1 em X,, e fibras invariantes Ry em Xj,...,
R,, em X,, de modo que a folheacao F,, possui uma fibra invariante R,, tal
que uma 1-forma geradora para a folheacao tem multiplicidade algébrica um.
Ou seja, se w,, é tal 1-forma, entao

Win = (A (2)Y* 4 b (2)y + cn(2))dx + By (2)dy.

com ¢, (0) = h,,(0) = 0, mas b,,(0) # 0 ou ¢,,(0) # 0 ou &/,(0) # 0. Entao
a singularidade p,, = (0,0) é efetiva pela Proposi¢ao 5.3.8. Possivelmente
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exista uma segunda singularidade ¢,, na fibra R,,, no entanto, apenas uma

delas pode ser dicritica e vamos supor que, se ocorre, p,, ¢ a dicritica.

.

.

P,

Figura 5.10: Fibra invariante possui no maximo duas singularidades e no

maximo uma delas é dicritica.

Seoc=o0,0...001:X --+» X, temos a fatoracao dada pelo diagrama a

seguir

Y
1 ™2
S
onde m e my sao obtidas por sequéncia de blow-ups e m; é birregular de
Y — 774 (p) sobre X — {p} e my & birregular de Y — 7, '(q) sobre X — {q¢},
onde q # pp,.

Seja G a folheagao induzida em Y, isto é, G = nfF = w5 F,,. Sejap e Y
tal que 75 ' (pn) = {p}. Como p,, é efetiva, entdo p é uma singularidade
efetiva de G. Notemos que 7, ' (p) U, '(q) é G-invariante e G & ndo dicritica
nas singularidades sobre 7, *(p) U m, *(¢q) — {p}.

Seja p : Z — Y uma reducao de singularidades de G em p e possivelmente
em outra singularidade ¢, ndo dicritica, se #Sing(F,,) N R,, = 2. Entao p
tem a propriedade dada pela Defini¢do 5.3.3 porque p é efetiva (e g, se existe,
é ndo dicritica). Seja 7 = m; o p e notemos que essa é uma redugao de singu-
laridades em p. Observemos que 7, '(p) possui uma componente irredutivel
(transformado estrito da fibra original) com apenas uma singularidade (e esta
é reduzida), conforme ja observamos ao aplicar transformagoes elementares.

Sendo p efetiva, segue o resultado. n

IMPA 60 Marco, 2017



Edileno de Almeida Santos FOLHEACOES HOLOMORFAS EM SUPERFICIES

\_

J L

_F—_
-
r

HITTETTTTTIT

JU
O\
e e

OO

LW HHHEH

Figura 5.11: Reducao de singularidades de folheagoes de Riccati.

Proposigao 5.3.10. Sejam F uma folheacao de Riccati e 7 1Y — X uma
reducio de singularidades de uma fibra invariante R. Seja S = 771 (R) =
D+ ...+ D,,, onde cada D; é uma curva racional suave. Entao existe no
mdzrimo uma componente irredutivel nao invariante pela folheacao e se Dy,
€ tal componente, entao cada componente conexa de Z#k D; possui uma

componente irredutivel com apenas uma singularidade de F.

Demonstracao. Se a fibra invariante R possui apenas uma singularidade da
folheacao, entao o resultado segue diretamente do Lema 5.3.9 acima.
Se #Sing(F)NR = 2, entdo ao menos uma das duas singularidades em R

é nao dicritica. Sendo assim, o resultado segue novamente do LLema 5.3.9. [
Como consequéncia de nossas discussoes até aqui, temos a

Proposicao 5.3.11 (Teorema 4). Seja F uma folheagio numa superficie
complexa compacta X. Seja C' = Cy + ...+ C,, uma curva conexa invariante,
onde cada C; € uma curva suave. Suponhamos que CNSing(F) = Sing(C) =
Ui; CiNCj sio singularidades reduzidas nao degeneradas e #C;NSing(F) >
1,1=1,...,n. Se F é Riccati com respeito a uma fibracao racional m: X —
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B, entao toda fibra de w por um ponto de C' N Sing(F) estd completamente

suportada em C.

Demonstracdo. Seja p € C' N Sing(F). Se R =m"'(x(p)) ¢ a fibra passando
por p, podemos escrever

onde iy, ....iy € {1,...,n} e Ey,...,E; sao curvas racionais suaves fora de
{C1, ..., CL}, e, pelo Teorema 2.3.5, existe uma transformacao bimeromorfa

c=0,90..00:X =Y

onde cada o;, ¢ = 1,...,m, € um blow-up num ponto p;, tal que S = o(R) é
uma fibra regular para a fibragao p = moo~!(o é contragao de componentes
de R).

Notemos que se fizermos blow-up num ponto regular de uma folheacao,
o divisor excepcional é invariante, com apenas uma singularidade, do tipo
d(xy) = zdy + ydz.

>\/

e

p regular

Figura 5.12: Blow-up em ponto regular.

Portanto, se p; é um ponto regular para a folheac¢ao induzida (o; o ... o
01).F, entdo (o;0...001)  (p;) = D1 + ... + D, & F-invariante e existe D,
(curva racional) tal que

#D;N (D + ...+ 53 + ...+ D,)=#D,N Sing(F) = 1.

Agora, se CN(0;0...001) " p;) # 9, entdo, como (g;0...001) " (p;) é conexo
e F-invariante, concluimos que (0; 0 ...007) ! (p;) C C, logo Dy = C;,, que
resulta na contradicao

1 = #D; N Sing(F) = #C;, N Sing(F) > 1.
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Entao, se contrairmos (o; o ... o 01)~!(p;), nao afetaremos a curva C.

Asim, podemos olhar para o como uma reducao de singularidades de
o.(F) em S e usar a Proposi¢ao 5.3.10 para concluir: se p € C; N C; entdo
C; ou C; é uma componente de IR, caso contrario teremos uma componente
nao invariante de R com singularidade.

Se o conjunto {E4, ..., Ej} é ndo vazio, como R é conexo, existem C; e E;
componentes de R tais que C; N E; # &. Entao E; nao é F-invariante. Mas
entao, pela Proposicao 5.3.10, a curva

Ciy+ ...+ Ciy + ZEi
i#]
é F-invariante e a componente conexa que contem C; tem alguma compo-
nente irredutivel com apenas um ponto singular da folheacdo, o que é ab-

surdo, pois tal componente conexa devera estar completamente suportada
em C. Entao temos {F1,..., B} = @. O
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CAPITULO 6

Rigidez das FolheacSes Muito Especiais

6.1 Ciclos Invariantes
A seguinte definicdo nos permitira aplicar resultados anteriores sobre folhe-
agoes de Riccati.

Definicao 6.1.1. Seja F uma folheacao numa superficie complexa X. Um
(k,1)-ciclo para F é um ciclo de k > 1 curvas racionais suaves C' = Cy + ...+
C, C X tal que:

1. C? =n>0;

2. C?=1i=1,...m

3. C' ¢é F-invariante;

4. €N Sing(F) = U;y; Ci N € sdo singularidades reduzidas nao degene-
radas de F.

Corolario 6.1.2. Seja F uma folheacio numa superficie complexa compacta
X e seja C = Cy+ ...+ Cy C X um (k,l)-ciclo para F. Entdo (k,l) €
{(27 _1)7 (37 _1)7 (67 _1)7 (27 O)? (47 0)7 (37 1)}

Demonstracao. A prova é uma aplicacao direta mas tediosa da Proposicao
5.3.11, por meio de blow-ups nos pontos de cruzamentodo do ciclo ou blow-

downs de curvas excepcionais.
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Figura 6.1: (k,[)-ciclo.

Seja C = Cy + ... + C,, C X um (k,[)-ciclo para a folheacao F em X.
Sejam C; N Cipy ={pi},i=1,...k—1,e CyNCy = {px}, onde os k pontos
P1, ---, Dk Sa0 distintos. Notemos que

C?=(Cr+ ... +C)? =C2+ .+ CH 42k =kl + 2k = k(I +2)

logo | > —2.
Se [ > 0, escolhamos z € Sing(C) = U#j C; N C; um ponto de cruza-
mento. Apo6s uma sequéncia de [ blow-ups comecando em z, obtemos um

novo ciclo de curvas racionais

C=LE+..+E1+D1+Dy+ ...+ Dy

onde D=0, E?=—-1,FE2=-2.. . Ff=-2 D3=1,D3=1,..,D:=1-1
(se k = 2, entdao D2 = D2 =1 —1), e Dy E, = {p}, DN Dy = {q}.
Entao, pelo Teorema 5.3.2, a folheacao o*F é Riccati com respeito a uma
fibracao racional que possui D; como uma fibra regular, onde o é a sequéncia
de blow-ups. Pela Proposicao 5.3.11, uma fibra R passando por um ponto
em Sing(F) N C' — D, deve estar suportada em C, e tal fibra deve também
ser disjunta de D;, pois D; também é uma fibra da mesma fibracao. Isto é,

devemos ter
RcC—D,CE +..+E; +Dy+ ..+ Dy.

Como D1NE, # @ e DiNDy # &, entao Dy e E] nao podem ser componentes
de R, logo
RCE 4+ ..+ FEy+Ds+...+ Dy.

Se k=2el =1, entao, de fato

RCE1HD2:{p}
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e obtemos uma contradi¢ao, uma vez que R nao se reduz a um ponto.

Para [l > 1, uma curva conexa suportada em E;+...+FEo+ Ds+...4+ D, nao
pode ser transformada via contragoes numa curva racional de auto-intersecao
zero, logo nao pode ser uma fibra de uma fibragao racional.

Se k>3el=1, temos

C=FE,+Dy+Dy+ D3+ ...+ Dy

onde D} =0, E? =—-1,D3=1=1,D3=1=1,., D} =1—1=0. Neste
caso, se R é disjunto de Dy, entao

RCEi\+D3+ ...+ Dy

mas uma curva conexa suportada em FE; + D3 + ... + Di_; nao pode ser
transformada via contragoes num curva racional de auto-intersecao zero.

Portanto, se [ > 0, o tnico (k,[)-ciclo é o (3, 1)-ciclo.

Agora, suponha [ = 0. Entao, como C? = 0, i = 1,....k, cada C; sera
fibra de uma fibragao racional. Lembremos que curvas racionais disjuntas de
auto-interse¢ao zero sao fibras da mesma fibracao racional (Teorema 2.3.5),
o que implica facilmente que k < 5 (caso contrario teriamos fibras distintas
da mesma fibracao racional com interse¢do nao vazia). Se k = 3, entdo
terfamos trés fibracoes racionais, o que nao pode ocoorrer, uma vez que, pelos
Teoremas 2.3.4 e 2.3.5, devemos ter no maximo duas fibracoes. Logo as tinicas
possibilidade sao (k,1) = (2,0) e (k,I) = (4,0), por razdes puramente da
geometria das superficies regradas (na argumentagao nao usamos a folheacao,
apenas o ciclo).

Finalmente, usando contracoes em lugar de blow-ups, podemos concluir

que nao existem (k, —1)-ciclos se (k, —1) nao pertence ao conjunto

{(27 _1)7 (37 _1)7 (67 _1)}'
O

Podemos também realizar uma prova mais geométrica da Proposition 4
de [2, Chapter 3|. A demonstracio de Brunella usa a dinamica da folheagao
muito especial para chegar a uma contradigao ao supor que a mesma ¢ Riccati.

Proposicao 6.1.3. Seja F uma das folheagoes especiais £, E; ou E5. Entao

F nao € birracional a uma folheacao de Riccati.

Demonstracao. Assim como antes, ap6s um blow-up no ponto de né no link

de F, concluimos, pela Proposicao 5.3.11, que F nao pode ser Riccati. [
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Figura 6.2: (k,1)-ciclos possiveis.

Figura 6.3: Blow-up de um link.

6.2 Proposicoes e Lemas Basicos

Aqui desenvolveremos mais "tecnologia'para a prova de nosso resultado prin-
cipal.
O proximo lema é a generalizagdo do Lemma 1 de [2, Chapter 4|. A

prova é essencialmente a mesma.
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Lema 6.2.1. Seja F uma folheacao numa supeficie compacta complexa X
e seja C C X um link para F com né p € C. Seja L = N;® Ox(C) e
A o quociente de autovalores em p. Suponha que —\ € uma k-ésima raiz
primitiva da unidade, k > 2. Entao existe uma vizinhanga aberta U de C' tal
que L%y = Op.

Demonstra¢ao. Como A é nao real, dado um ponto ¢ € C' —{p} e uma trans-
versal T" a F em ¢, o grupo de holonomia correspondente de F, Holr C
Diff(T', q), é infinito ciclico, gerado por um difeomorfismo hiperbolico com
parte linear exp(2mi)) (veja [8] ou [22]). Portanto, existe em 7" uma coor-
denada z que é Holz-linearizante, z(q) = 0. Extendemos essa coordenado
a uma vizinhanca aberta completa de ¢ em X, constantemente nas folhas
locais de F. A 1-forma logaritmica 1, = % define F, é fechada e n, |7 é
Hol r-invariante.

Pelo Teorema de Linearizacao de Poincaré, numa vizinhanca de p a fo-
lheagao ¢ definida por uma 1-forma logaritmica fechada 7, = dz—z — /\%” (veja
[8] ou [22]). Se ¢ esta proximo a p, entao 7, |r é Holz-invariante.

Obtemos uma vizinhanca aberta U de C' pela uniao de conjuntos abertos
Uj, tal que em cada U; a folheacao ¢ definida por uma 1-forma logaritmica 7;,
com polos em C', que é fechada e Holr-invariante nas transversais. Em U;NU;
temos 7, = fi;n;, fi; € OF. Como n; e 7; sao fechadas, entao df;; An; = 0,
logo fi; ¢ constante ao longo das folhas locais F. Além disso, f;; |r ¢ Holz-
invariante e portanto constante porque a holonomia é hiperbélica.

Pensando n; como se¢oes locais do fibrado conormal logaritmico L =
N3 ® Ox(C), entao a propriedade prévia mostra que Ly é definida por um
cociclo localmente constante. Portanto, para mostrar que L®k‘U = Oy é
suficiente mostrar que L®k|c = O¢. Podemos agora usar o residuo de 7;
ao longo de C para calcular o cociclo. Para n, com ¢ € C' — {p} podemos
escolher uma 1-forma para produzir qualquer residuo nao nulo. Mas temos
uma restri¢ao em torno de p: o residuo de 7, numa separatriz ¢ —\ vezes o
residuo na outra separatriz. Como (—\)* = 1, claramente L% o = Oc.

O

Também a proposicao seguinte ¢ uma adaptacao do argumento de Bru-
nella em |2, Chapter 3, pagina 61-62|. Sua demonstracao depende do lema
logo a seguir:

Lema 6.2.2 ([23], pagina 32). Seja X uma superficie compacta compleza e
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C C X uma curva compacta irredutivel. Se C? > 0 entdo X — C € estrita-

mente pseudoconverxo.

Proposigao 6.2.3. Seja F uma folheacao numa superficie compacta com-
pleza X e seja C C X um link para F com no p € C. Seja A o quociente
de autovalores em p. Suponha que —\ € uma k-ésima raiz primitiva da
unidade, k > 2. Entao existe uma superficie compacta Z, um morfismo bir-
racional f : Z — X, uma vizinhan¢a U de C' e um conjunto aberto V- C Z
tal que f |v: V. — U € um recobrimento regular de grau k sobre U. Além
disso, (f |v)"Y(C) € um ciclo de k curvas racionais suaves, cada qual com
auto-intersecao C* — 2 (isto €, um (k, C* — 2)-ciclo) e os automorfismos de

recobrimento de f |y permutam ciclicamente as curvas no ciclo.

Demonstracao. Pelo lema anterior, o fibrado de linha L®* tem uma secio
nao trivial sobre U sem zeros. Como C? > 0, o conjunto aberto X — C é
estritamente pseudoconvexo pelo Lema 6.2.2. Entao, pelo Lema 4.4.2, esta
secao pode ser estendida para o X inteiro como uma secao global meromorfa
s de L®F,

Considere E(L) e E(L®*) a compactificagao do espago total de L e L=,
respectivamente. Seja § a compactificagio do grifico de s em E(L®*). Seja
7: E(L) — E(L®*) a aplicagao definida pelo k-ésimo produto tensorial.

Seja Z a desingularisagiao de 771(3) e eliminagao de indeterminagoes da
projegiao 771(5) --» X. Tome f:Z — X a projegao induzida.

m

Lema 6.2.4. Sejam py = (1 :0:0), po =(0:1:0), p3 = (0:0:1) trés
pontos nao colineares em P2. Seja v € Aut(P?) dada por y(z1 : 25 : 23) =
(23 : 21 @ 29). Se J € Aut(P?) é outro automorfismo tal que J(p;) = po,
J(p2) = ps e J(p3) = p1, entao J € conjugado a vy, isto é, existe g € Aut(P?)
tal que v =go Jog L.

Demonstra¢ao. Em coordenadas homogéneas, J(z1 : 22 : 23) = (223 : Y21 :
229), onde zyz # 0. Podemos supor zyz = 1. Como Aut(P?) = PGL(3,C),

escrevendo J e v como matrizes

J=

o v O
S O O
S O 8
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")/:

O = O
_ o O
O O =

precisamos mostrar que existe uma matriz

a; az as
A = bl bg bg € GL(?), (C)
Ci C2 C3

tal que AJ =~vyA em PGL(3,C).

Se a = (ay,a9,a3), b = (by,be,b3), ¢ = (c1,¢9,c3), facilmente se verifica
que a igualdade AJ = vA é equivalente a z7y(c) = a, yy(a) = b, 27y(b) = c.
Seja a # 0 qualquer. Definamos b = yy(a) e ¢ = zy(b) = zyy*(a). Entao a
matriz A = (a,b,c) € GL(3,C) é uma solugao.

]

Proposicao 6.2.5. Seja F uma folheacdo numa superficie compacta com-
pleza Z e seja Cy + Cy + C5 C Z um (3,1)-ciclo para F. Suponhamos que
existe um F-automorfismo birracional ¢ : Z --+ Z de ordem trés permu-
tando ciclicamente as curvas racionais. Entao F € birracional & folheacao

linear L em P? da subsecdo 5.2.1 e a folheagdo quociente F /¢ € birracional

a 53 = £/’}/

Demonstracao. Podemos supor ¢(Cy) = Cy, ¢(Cy) = C5 e ¢(C3) = Ch.
Consideremos, para cada i, uma se¢ao s; de Oz(C;) anulando-se em C;. Se
fizermos blow-up no ponto de cruzamento C;NCy, obtemos que C2? = C2 = 0,
onde C, Cy sdo os transformados estritos de €y, C,, respectivamente. Por-
tanto, como é’l e C'Q sao curvas racionais disjuntas de auto-intersecao zero, él
e C, sdo fibras regulares da mesma fibracdo racional sobre P! (veja Teorema
2.3.5 ou [1]|, pagina 192), logo as duas curvas sao linearmente equivalentes
e assim C] e Cy também o sao. Pelo mesmo argumento nos outros pon-
tos de cruzamento, concluimos que C4, Cy, C5 sao linearmente equivalentes,

portanto podemos definir uma aplicagao racional
(81282283)2Z—————>P2.
