FOLHEACOES HOLOMORFAS 2012
SEGUNDA PROVA

1. (2,0 pontos) Seja F uma folheac¢ao holomorfa em uma superficie com-
plexa compacta S. Mostre que se F possui uma infinidade de superficies
de Riemman compactas invariantes entao F possui integral primeira mero-
morfa. (Dica: Existe um artigo de Etienne Ghys provando este Teorema.
O objetivo do exercicio é que voceés leiam, entendam e reescrevam a prova.
Podem usar que as cohomologias de feixes coerentes em variedades com-
plexas compactas e a cohomologia de De Rham em variedades diferencidveis
compactas sao de dimensao finita, ndo é necessario provar.)

2. (2,0 pontos) Seja F uma folheagao holomorfa em uma superficie com-
plexa compacta S. Suponha que F possui uma superficie de Riemann com-
pacta invariante com auto-interseccao zero e que F é definida por uma 1-
forma holomorfa global. Mostre que F possui integral primeira meromorfa.
Apresente um exemplo em que F é definida por 1-forma holomorfa global,
possui curva invariante de auto-interseccao —1, mas possui folhas transcen-
dentes ( transcendente = nao contida em nenhuma superficie de Riemann
compacta). (Dica: Comece mostrando que em superficies complexas com-
pactas toda 1-forma holomorfa é fechada utilizando o Teorema de Stokes.)

3. (2,0 pontos) Seja S, = P(Op1 @ Opi1(n)), n > 0, a n-ésima superficie
de Hirzebruch. Calcule a dimensdo de H°(S,,TS,). (Dica: Se tudo mais
falhar descreva S,, por meio de mudancas de cartas e estude as condigoes
para que um campo polinomial em uma carta afim C?> C S, estenda-se
holomorficamente nas outras trés cartas)

4. (2,0 pontos) Construa/apresente exemplos(um para cada item abaixo)
com as seguintes propriedades.

e Uma superficie projetiva que nao possui folheacoes lisas.

Uma superficie projetiva que sé possui uma folheagao lisa.

Uma superficie projetiva que possui exatamente duas folheagoes
lisas.

Uma superficie projetiva que possui uma infinidade de folheagoes
lisas.

5. (4,0 pontos) Seja F uma folheacdo de P? de grau 2. Suponha que
F possui exatamente duas singularidades nao reduzidas e estas possuem
numero de Milnor 1 e sao linearizaveis com quociente de autovalores iguais
a 2. Mostre que:
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(a)

se a reta £ passando pelas duas singularidades nao reduzidas nao é
invariante por F entao G, a resolucao minimal de F, é uma folheacao
de Riccati. (Dica: Encontre primeiro a fibragao. Esta fibragao pode
ter fibras singulares).

se a reta ¢ passando pelas duas singularidades reduzidas é F invari-
ante entdo existe uma terceira singularidade p € sing(F) N ¥ e o
indice de Camacho-Sad desta singularidade com respeito a £ é igual
a —3/2, =3 ou 0.

(nas hipdteses do item anterior) se a terceira singularidade possui
indice igual a zero entao G é Riccati.

(nas hipéteses do item (b)) se a terceira singularidade possui indice
igual a —3 entao G é uma folheacao de tipo geral. Em particular, G
nao é uma folheacao de Riccati.

(nas hipéteses do item (b)) o que acontece se a terceira singularidade
possui indice igual & —3/2 7

Observacgoes

1. E permitido trabalhar nas questées em colaboracao. Quando for o caso
favor indicar na redacao. Nao havera penalizacao para colaboragcoes.

2. Mesmo no caso em que questoes forem feitas em colaboracao, a redacao
deve ser feita individualmente.

3. Nao é permitido comunicar solucoes obtidas individualmente aos colegas.
4. Nao é permitido pedir ajuda aos monitores.

5. A clareza da exposicao serd levada em conta na correcao.

6. Sim, o numero total de pontos da prova é 12. A nota final sera calculada
tomando o minimo entre 10 e a soma das notas das duas provas dividida

por 2.



