FOLHEACOES HOLOMORFAS — LISTA DE EXERCICIOS # 2

1. APLICAQ@ES MEROMORFAS ENTRE VARIEDADES COMPLEXAS LISAS

Sejam X e Y variedades complexas lisas e conexas. Uma aplicagdo meromorfa
f: X --+Y é por definicao, uma aplicacao holomorfa definida no complementar
de um subconjunto fechado analitico I C X tal que o fecho topoldgico do grafico
de fix_r em X XY, o qual denotaremos por L'y, i.e.

Fp={(z,y) e X -I) xY]y=f(z)} C X xY,

¢ um fechado analitico de X x Y e a projecao natural I'y — X é uma aplicagao
propria.

Como I'y ¢ irredutivel, podemos supor que o conjunto I onde a aplicacao f nao
estd definida possui codimensao maior ou igual & 2. Este fato segue de proprieda-
des bésicas de conjuntos analiticos e pode ser formulado mais precisamente como
abaixo.

Proposigao 1.1. Senw: X xY — X € a projecao natural entao o conjunto
U={zreX|#Iynt Yz) < +oo}

é um aberto de X e a restricio de m a 7~ 1(U) N Ty é um bihomolomorfismo, ou
seja, as fibras de mr, quando ndo se reduzem a um ponto, possuem cardinalidade
infinita.

O complemento do aberto U posto em evidéncia pela proposi¢do acima é o
chamado conjunto de indeterminagdo de f que denotaremos por Indet(f). Na
proposicao acima ¢é essencial que X seja lisa, ou ao menos normal, hipéteses sobre
Y nao sao de fato necessarias, Y pode ser arbitrariamente singular.

Quando a aplicagao f possui imagem densa em Y dizemos que f é uma aplicagao
dominante.

1.1. Acao no grupo de divisores e no grupo de Picard. Se f : X --» Y ¢
uma aplicagdo meromorfa dominante entao temos uma aplicacao induzida entre os
grupos de divisores de Y e X

f*:Div(Y) — Div(X).

De fato, por um lado temos aplicagdo usual Div(Y) — Div(X — Indet(f)) definida
tomando o pull-back de equagoes locais para os divisores de Y. Por outro lado,
como Indet(f) possui codimensao maior ou igual & 2 o Teorema de Extensao de
Remmert-Stein nos dé isomorfismo natural entre Div(X — Indet(f)) e Div(X).
Compondo estas duas aplica¢oes naturais obtemos f* : Div(Y) — Div(X).

E tentador utilizar a mesma estratégia para definir o pull-back de Pic(Y") para
Pic(X), mas é preciso atentar para o fato de que Pic(X) e Pic(X —Indet(f)) podem
ser radicalmente diferentes. Por exemplo, o grupo H'(C?, O¢:) é trivial, enquanto
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H'Y(C? — {0},0¢2_10}) ¢ um C-espaco vetorial de dimensdo infinita. Segue da
sequéncia exponencial que Pic(C?) é trivial, enquanto

Pic(C? — {0}) = H*(C? ~ {0}, Oca_())
ja que H(C? — {0},Z) ~ H(S®,Z) = 0 para i = 1, 2.
Nao conheco método completamente elementar para definir a aplicagao
f*: Pic(Y) — Pic(X)

mas existem varias formas equivalentes de faze-lo utilizando um pouco mais de
geometria complexa do que o até aqui discutido. Uma das formas é considerar as
projecoes x : I'p = X e my : I'pr — Y e definir através da féormula

frL=(nx.(ryL)"" .

O resultado é um feixe reflexivo de posto um, e portanto localmente livre de posto
um (feixe de se¢oes de um fibrado linear) ji que X é lisa.

Uma alternativa, talvez mais elementar, mas que supoe Y projetiva é lembrar que
neste caso Pic(Y) = Div(Y)/PDiv(Y), onde PDiv(Y) denota o subgrupo de divi-
sores linearmente equivalentes a zero. Apés observar que f*(PDiv(Y)) C P Div(X)
podemos construr morfismo de grupos f* : Pic(Y) — Pic(X) via a composicao

Div(Y) Div(X)

PieY) = $pvyy — PDIv(X)

— Pic(X).

1.2. Ramificagao. Se X e Y possuem a mesma dimensao entao temos uma divisor
em X naturalmente associado & f que chamaremos de divisor de ramificacdo de f
e denotaremos por Ay. No complemento do conjunto Indet(f), ele é localmente
definido pelo anulamento do determinante da aplicagao Jacobiana de f. Este divisor
permite relacionar dois fibrados naturalmente definidos em X: o fibrado canénico
de X e o pull-back por f do fibrado canénico de Y.

Proposigao 1.2. Se f : X --» Y ¢é uma aplicagdo meromorfa dominante entre
variedades complexas lisas de mesma dimensdo entdo

KX = f*KY ® Ox(Ay).

Demonstra¢do. Apresentaremos uma prova apenas no caso em que Y é projetiva.
O caso geral fica como um desafio para leitor. Se Y é projetiva de dimensao n entao
podemos tomar € uma n-forma racional em Y. Segue KY = Oy ((Q)o — (2)o0)-
O pull-back de Q via a restricdo de f ao aberto X — Indet(f) nos define uma n-
forma meromorfa f*Q em X — Indet(f). Para descrever o divisor associado a f*{2
na vizinhanga de um ponto € X Indet(f), tome coordenadas locais (y1,-..,Yn)
em f(z) € Y, coordenadas locais (z1,...,2,) em & € X. Nestas coordenadas
=01 1), fi € C{xl,...,xn}, eQ=nh-dy1 AN... \dyn, h € C{y17~~~7yn}'
Logo f*Q = f*h-dfy A--- ANdf, = ho fdet(Df)dxy A --- A dx,,. Temos que
KX x _ndes(f) € o fibrado associado ao divisor

F*((Q)o— (Q)oo) + Ay

Como Indet(f) posui codimensao maior ou igual & dois o resultado segue. ]
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1.3. O caso de superficies. As consideragoes gerais da se¢do anterior, adquirem
forma particularmente concreta quando tratamos de aplicagoes meromorfas defini-
das em superficies lisas.

Proposigao 1.3. Se f : X --» Y € uma aplicagcao meromorfa com dim X = 2
entdo uma superficie Z munida de wm morfismo bimeromorfo w : Z — X obtida
via uma sucessao localmente finita de blow-ups de pontos, e um morfismog: Z —Y
que fazem o diagrama

comutar. Além disso, se f € bimeromorfa entdo o morfismo g também € obtido via
uma sucessao localmente finita de blow-ups.

De posse desse resultado, vemos que para entender o morfismo f* : Pic(Y) —
Pic(X) basta entendermos como so as aplicagdes induzidas por explosoes e inversas
de explosoes. Se m:Y — X é a explosdo de um ponto p em X entao

Pic(Y) ~ Pic(X) & Z

com o fator Z correspondendo a multiplos do fibrado Oy (E). A aplicacdo induzida
por m é simplesmente a inclusao

L+— 1%L € 7" Pic(X) C Pic(Y).

1

A aplicacao induzida pela inversa 7—+ : X --» Y simplesmente esquece o fator

correspondente a Oy (E). Note que
(77 1)* o * : Pic(X) — Pic(X)
é a identidade, enquanto
r=n%0o(r"1)*: Pic(Y) — Pic(Y)
satisfaz 72 = 7 (é uma projecdo) e ker 7 é o subgrupo gerado por Oy (E).

Ainda supondo que 7 : Y — X é a explosao de um ponto p em X vamos
agora descrever a aplicagdo 7* : Div(X) — Div(Y'). Nesse caso temos Div(Y) ~
Div(X)®Z com o fator Z correspondendo a multiplos inteiros do divisor excepcional
E=n1""(p).

Se C' C X é uma curva irredutivel definimos a transformada estrita de C' como
sendo o fecho de 771(C' — {p}). Se C denota a transformada estrita de C em Y
entao

mC =C + Maig(C,p)E

onde mq4(C, p) é a multiplicidade algébrica de C' em p que é, por definigdo, a menor
poténcia do ideal maximal de p em X contendo equagdo que define C.
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2. FOLHEAGOES E APLICAGOES RACIOANAIS

2.1. Seja F/G : P? ——» P! uma aplicacio racional de grau k, i.e. F,G sdo po-
lindmios homogéneos em C? de grau k. Para cada A = (s : t) € P! denotaremos por
F) o divisor {sF —tG = 0}, e por F) ,eq 0 divisor reduzido com o mesmo suporte.
Se F é a folheagao induzida por esta aplicagao, mostre que

NF = O[pz <2]€ — Z deg(F)\ - F)\,red)> .

Aep?
2.2. A aplicacdo de Cremona padréo é a aplicacdo racional
@ P? -5 P2
(x:y:2)= (@ iyt = (yz: 2z ay).
Quando uma folheacdo F em P? satisfaz
deg(p*F) < deg(F)?

2.3. Seja F uma folheacdo de P? invariante por uma aplicacdo holomorfa ¢ : P2 —
P2. Como ¢ é holomorfa entdo ¢ nio possui pontos de indeterminacdo e também
nao contrai curvas. Se deg(yp) > 1 entdo deg(F) < 1.

2.4. Seja F uma folheacdo em P? de grau 2. Mostre que F é birracionalmente
equivalente & uma folheacio G em um P!-bundle 7 : S — P! tal que a tangéncia de
G com uma fibra genérica de m é menor ou igual a 1. Sugestao: examine a tangéncia
de F com o pencil de retas passando por uma de suas singularidades.

3. SEQOES DO FIBRADO CANONICO

3.1. Mostre que se F é uma folheacao com todas as singularidades reduzidas em
uma superficie projetiva Y e G é uma folheacao birracionalmente equivalente a F
entao para todo inteiro n > 1 temos um isomorfismo

HY(Y,T*F®") = H(X,T*G*").

3.2. Mostre que se F é uma folheacdo de grau d > 2 em P? entdo a aplicacao
canodnica

@ :P? — PH(P?, T* F)*
s [{o € H (P2, T*F)|o(z) = 0}]

nada mais é que o mergulho de Veronese de ordem (d — 1). Suponha que F possui
uma singularidade p com ¢(F,p) = d e seja G a folheagao obtida ao explodir esta
singularidade. Mostre que a dimensao da imagem da aplicagao canodnica de G é
igual a 1.

3.3. Seja F uma folheacdo em P? de grau 2. Suponha que todas as singularidades de

F sao reduzidas com excecao de uma singularidade p que é localmente equivalente
s 0.0

arg- + QyB%. Seja G uma folheacao reduzida em uma superficie projective X

bimeromorficamente equivalente & F. Calcule h®(X,T*G®™) para todo n > 1.



