
Lista 2

Entregar Sex. 23 de janeiro

1 Exercício. Seja 𝑉 a representação estândar de dimensão 4 de 𝐴5. ais são as componentes irre-
dutíveis de 𝑉 ⊗ 𝑉 ? Será que 𝑉 ∧ 𝑉 é irredutível?

2 Exercício.

a) Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑆 um 𝐺-torsor. Seja 𝑉 a representação de permutações associada.
Calcule o carácter de 𝑉 . 𝑉 é irredutível?

b) Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑆 um conjunto com uma ação de 𝐺. Seja 𝑉 a representação correspon-
dente e 𝜒 o carácter de 𝑉 . Defina uma ação de 𝐺 em 𝑆 × 𝑆 por 𝑎 ⋅ (𝑠, 𝑡) = (𝑎 ⋅ 𝑠, 𝑎 ⋅ 𝑡), seja 𝑊 a
representação correspondente e 𝜓 o carácter. Prove que 𝑊 ≃ 𝑉 ⊗ 𝑉 e que 𝜓 = 𝜒2.

3 Exercício. Seja 𝐺 um grupo (não necessariamente finito) e 𝑆, 𝑇 𝐺-torsores. Um morfismo de torsores
é uma função 𝜙 ∶ 𝑆 → 𝑇 tal que para todo 𝑔 ∈ 𝐺 temos 𝑔 ⋅ 𝜙 = 𝜙 ⋅ 𝑔, o conjunto de morfismos é
denotado Hom𝐺(𝑆, 𝑇)

a) Prove que todo 𝜙 ∈ Hom𝐺(𝑆, 𝑇) é um isomorfismo.

b) Deduza de a) que Hom𝐺(𝑆, 𝑆) é um grupo (que denotamos por Aut(𝑆)). Prove que Aut(𝑆) é
isomorfo a 𝐺.

4 Exercício. Seja 𝜑 ∶ 𝐺 → 𝐻 um morfismo sobrejetor de grupos finitos e seja 𝜓 ∶ 𝐻 → 𝐺𝐿(𝑉) uma
representação irredutível. Defina a representação 𝜓∗𝑉 como a composição 𝜓 ∘ 𝜑. Prove que 𝜓∗𝑉 é
irredutível.

5 Exercício. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑉 , 𝑊 duas representações irredutíveis. Considere a suma direta
𝑍 = 𝑉 ⊕ 𝑊 . 𝑍 tem quatro espaços invariantes, a saber: 0, 𝑉 , 𝑊 e 𝑍 . Prove que 𝑉 ≃ 𝑊 (isomorfismo
de representações) se e somente se existe um outro espaço invariante.

6 Exercício. Seja 𝐺 = 𝐷2𝑛 o grupo diedral de ordem 2𝑛. 𝐷2𝑛 é gerado por um elemento 𝑎 ∈ 𝐺 de ordem
𝑛 (a rotação de grau 2𝜋𝑖/𝑛) e um elemento 𝑏 ∈ 𝐺 de ordem 2 (uma reflexão). Defina a representação
𝜌 ∶ 𝐺 → 𝐺𝐿2(ℂ) de 𝐺 por

𝜌(𝑎𝑘)(𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2) ∶= 𝜁𝑘𝛼1𝑒1 + 𝜁−𝑘𝛼2𝑒2, 𝜌(𝑎𝑘𝑏)(𝛼1𝑒1 + 𝛼2𝑒2) ∶= 𝜁𝑘𝛼2𝑒1 + 𝜁−𝑘𝛼1𝑒2,

onde 𝛼1, 𝛼2 ∈ ℂ e {𝑒1, 𝑒2} é a base estândar de ℂ2. Prove que 𝜌 é de fato uma representação e encontre
o núcleo ker 𝜌.

7 Exercício. Seja 𝐺 um grupo finito e 𝑉 uma representação. Prove que 𝑉 é irredutível se e somente se
𝑉 ∗ é irredutível.


