
Lista 1

Entregar Sex. 16 de janeiro

Os exercícios marcados por (*) não precisam ser escritos em detalhe e são mais para pensar e procurar na
bibliografia. Muitas vezes referem-se á tópicos a cobrir em semanas futuras

1. Seja 𝑘 um corpo e 𝑉, 𝑊, 𝑍 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘 (a categoria de espaços vetoriais de dimensão finita). Prove que

Hom(𝑉, Hom(𝑊, 𝑍)) ≃ Hom(𝑊, Hom(𝑉, 𝑍)) ≃ Hom(𝑉 ⊗ 𝑊, 𝑍).

2. Seja 𝟙 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘 o espaço vectorial de dimensão 1, 𝑘 (com a base canônica dada por 1 ∈ 𝑘). Para cada
espaço vetorial 𝑉 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘 definimos 𝑉 ∗ ∶= Hom(𝑉, 𝟙). Prove que

𝑉 ⊗ 𝑊 ∗ ≃ Hom(𝑊, 𝑉).

Será que esse isomorfismo existe se 𝑉 e 𝑊 são de dimensão infinita?

3. Denotamos por 𝑃𝑖𝑐(𝑘) a categoria com objetos ℒ ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘, dim ℒ = 1 e morfismos Hom𝑃𝑖𝑐(ℒ, ℒ )
mapas lineares invertíveis. Para ℒ, ℒ ∈ 𝑃𝑖𝑐(𝑘) temos ℒ ⊗ ℒ ∈ 𝑃𝑖𝑐(𝑘). Em particular, temos
ℒ ∗ ∈ 𝑃𝑖𝑐(𝑘). Prove que ℒ ⊗ ℒ ∗ ≃ 𝟙 canonicamente.

Observe que em 𝑃𝑖𝑐(𝑘), ⊗ é associativo, comutativo:

ℒ ⊗ ℒ ≃ ℒ ⊗ ℒ, (ℒ ⊗ ℒ ) ⊗ ℒ ≃ ℒ ⊗ (ℒ ⊗ ℒ ),

com unidade
ℒ ⊗ 𝟙 ≃ 𝟙 ⊗ ℒ ≃ ℒ,

e inversos
ℒ ⊗ ℒ ∗ ≃ 𝟙 ≃ ℒ ∗ ⊗ ℒ.

Além dessas propriedades, todo morfismo em 𝑃𝑖𝑐(𝑘) é um isomorfismo. 𝑃𝑖𝑐(𝑘) é amado de um
Grupoide de Picard.

4. Seja 𝑘 a categoria com objetos 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘, espaços vetoriais de dimensão finita sobre o corpo 𝑘 e morfis-
mos transformações lineares invertíveis. Denotamos por det ∶ 𝑘 → 𝑃𝑖𝑐(𝑘) o mapa que a cada espaço
vectorial 𝑉 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘 de dimensão finita 𝑛 associa o espaço vectorial det(𝑉) = ∧𝑛𝑉 ∈ 𝑃𝑖𝑐(𝑘). Prove que

a) det é um functor.

b) Para cada 𝑊 ⊂ 𝑉 temos um isomorfismo 𝛼𝑊,𝑉 ∶ det(𝑊) ⊗ det(𝑉/𝑊) ≃ det(𝑉).
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c) (*) Para cada 𝑊 ⊂ 𝑊 ⊂ 𝑉 o seguinte diagrama comuta

det(𝑊) ⊗ det(𝑊 /𝑊) ⊗ det(𝑉/𝑊 )
𝛼𝑊,𝑊 ⊗1det(𝑉/𝑊 ) //

1det(𝑊)⊗𝛼𝑊 /𝑊,𝑉/𝑊
��

det(𝑊 ) ⊗ det(𝑉/𝑊 )
𝛼𝑊 ,𝑉
��

det(𝑊) ⊗ det(𝑉/𝑊) 𝛼𝑊,𝑉
// det(𝑉)

5. Seja 𝐴 uma 𝑘-álgebra associativa. Uma representação de 𝐴 é um homomorfismo de álgebras asso-
ciativas 𝜌 ∶ 𝐴 → End(𝑉) para algum 𝑉 ∈ 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘. Uma subrepresentação é um subespaço 𝑊 ⊂ 𝑉 tal
que

𝜌(𝑎)(𝑤) ∈ 𝑊, ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑤 ∈ 𝑊.
Uma representação 𝑉 é dita irredutível se para todo 𝑊 ⊂ 𝑉 subrepresentação, temos 𝑊 = 0 ou 𝑊 =
𝑉 . 𝑉 é dita indecomponível se não existem dois subrepresentações não nulas tal que 𝑉 = 𝑊 ⊕ 𝑊 .
Claramente toda representação irredutível é indecomponível. Seja 𝐴 = 𝑘[𝑥] a álgebra de polinômios
com coeficientes no corpo 𝑘. Prove que existe uma representação 𝑉 indecomponível mas não irredutível.

6.(*) Seja 𝐺 um grupo finito abeliano. Defina como a categoria com objetos as representações irre-
dutíveis de 𝐺 em 𝑉𝑒𝑐𝑡𝑘 com 𝑘 algébricamente feado e morfismos morfismos (não nulos) de represen-
tações. Prove que é um grupoide de Picard.
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