Egalité (ou “somos todos iguais, mas alguns são mais iguais do que outros”)

Um dos primeiros conceitos que uma criança aprende é o conceito de igualdade e diferença – a minha chupeta é igual à daquela criança, mas é diferente daquela outra, que é de outra cor; o que eu tenho entre as pernas é igual ao do meu pai, mas é diferente do da minha irmã – e, mesmo assim, quando começamos a aprender teoria dos conjuntos e matemática um pouco menos básica do que o um mais um, parece que tudo o que tínhamos tanta certeza sobre a questão da igualdade estava errado. Para a Matemática, nada é igual a nada que não seja ele mesmo. Quem será que está errada então, nossa percepção que nos acompanha quase desde que nascemos ou esta tal de Matemática?
Bom, na verdade, nenhuma das duas. A verdade é um pouco mais complicada do que isto, e passa pelo fato de que o mundo real não contém objetos matemáticos, assim como, no mundo matemático não existem objetos reais. 
Para entender melhor, vamos começar pelo mundo matemático, já que o mundo real, ao contrário dos números reais, é muito complexo. Quais são as principais propriedades da relação de igualdade entre dois (bom... um) objetos matemáticos?

I. Todo objeto é igual a si mesmo (a=a) – Reflexividade

II. Se um objeto é igual a outro, o outro é igual ao primeiro (a=b => b=a) – Simetria
III. Se dois objetos são iguais a um terceiro, eles são iguais entre si (a=b ^ b=c => a=c) – Transitividade

Em matemática, relações que possuem estas três propriedades são chamadas de relações de equivalência. O que dissemos até agora foi que a relação de igualdade é uma relação de equivalência. No entanto, de certa forma, também é verdade que qualquer relação de equivalência é uma relação de igualdade. Como assim?
Em primeiro lugar, é importante entendermos que a relação de igualdade não é a única relação de equivalência. Para isto, o melhor a fazer é descobrir outros exemplos:

i. “Tem a mesma idade que”, “Tem o mesmo peso que”, “Tem a mesma área que”, ou, mais geralmente “Tem a propriedade x igual à de” são todas equivalências. 

ii. [Entre números inteiros] “pode ser obtido do outro a partir da soma de um múltiplo de 17”, [Entre formas no plano] “pode ser obtida da outra através de translações e rotações” ou “pode ser obtida da outra através de translações, rotações e homotetias (ampliação ou redução mantendo as proporções)”.
É fácil ver (talvez o primeiro de forma mais fácil que o segundo) que estes dois tipos de exemplos podem ser estendidos para uma infinidade de outros. Para usar um pouco mais de jargão matemático, as categorias podem ser descritas por:

i. f(x) = f(y), onde f é uma função cujo domínio é o domínio da relação

ii. x = f(y), onde f pertence a um grupo que opera no domínio da relação. Neste caso, se G é este grupo, é comum dizer que x = y a menos de G

A divisão nestas duas categorias é puramente ilustrativa, e não é nem mesmo uma divisão de verdade. Por exemplo, a primeira equivalência listada no item (ii) pode ser re-escrita como “Deixa o mesmo resto na divisão por 17 que”, que claramente pertenceria ao primeiro grupo. No entanto, muitas vezes é mais intuitivo pensar em uma relação de equivalência em uma das duas formas ou na outra.
A segunda observação é que, cada vez que definimos uma relação de equivalência, imediatamente estamos dividindo o nosso “mundo” (o domínio da relação). Em cada subconjunto, temos todos os elementos do conjunto que são equivalentes a um dado elemento (C(x) = {y є D | y ~ x}). Por conta da reflexividade, simetria e transitividade, não é difícil ver que, em cada uma dessas classes de equivalência, todo mundo é equivalente entre si, e ninguém de uma classe é equivalente a ninguém de nenhuma outra classe. Vejamos, por exemplo, como ficariam as classes de equivalência em dois dos nossos exemplos:

- Domínio: números inteiros; relação: Deixa o mesmo resto na divisão por 5 que

As classes são:

C0 = {..., -10, -5, 0, 5, 10, ... }

C1 = {..., -9, -4, 1, 6, 11, ... }

C2 = {..., -8, -3, 2, 7, 12, ... }

C3 = {..., -7, -2, 3, 8, 13, ... }

C4 = {..., -6, -1, 4, 9, 14, ... }

- Domínio: triângulos do plano; relação: pode ser obtida do outro através de translações, rotações, reflexões e homotetias (ampliação ou redução).

Neste caso, é melhor tentar transformar a relação de equivalência (que foi descrita como uma relação do tipo ii) em uma relação do tipo i. Em primeiro lugar, tanto as translações quanto as rotações, reflexões e homotetias não alteram os ângulos de um triângulo. Por outro lado, apesar de ser um pouco mais difícil de demonstrar, se dois triângulos possuem os mesmos ângulos, sempre é possível chegar a um a partir do outro através de uma seqüência de translações, rotações, reflexões e homotetias. Portanto, para cada combinação de ângulos possível para um triângulo (trinca de números positivos que somem 180), existe uma classe de equivalência, contendo todos os triângulos que possuem aqueles ângulos.
Como vimos, as classes de equivalência são um conjunto de subconjuntos do nosso domínio que satisfazem às seguintes condições:
I. Todos os elementos do domínio pertencem a pelo menos um dos subconjuntos

II. Nenhum elemento do domínio pertence a mais do que um dos subconjuntos.

Qualquer conjunto de subconjuntos que cumpra estas duas condições é chamado de partição. Segue então que qualquer equivalência está associada a uma partição, formada por suas classes de equivalência. Por outro lado, dada qualquer partição, naturalmente existe a relação associada “Pertence ao mesmo subconjunto da partição que”, que é uma equivalência do nosso tipo (i). 
Cada vez que definimos uma partição (ou uma equivalência), definimos o seu espaço quociente, que nada mais é do que o conjunto dos diferentes subconjuntos da partição. Por exemplo, no primeiro exemplo acima, o espaço quociente possui 5 elementos, e, no segundo, cada elemento do espaço quociente pode ser definido por uma trinca de números positivos que somem 180 (os ângulos do triângulo).

Agora que já entendemos um pouco melhor sobre as equivalências e partições, podemos analisar melhor a afirmação de que toda equivalência é, no fundo, uma igualdade. Vamos tomar como exemplo a nossa equivalência dos triângulos do plano, a menos de movimentos rígidos, reflexões e homotetias. O que estamos dizendo é que não nos interessa o tamanho do triângulo nem sua posição no plano, que, para nós, todos os triângulos eqüiláteros, por exemplo, são iguais. É como se aplicássemos um filtro e só olhássemos o que nos interessa. E a verdade é que toda a matemática é, no fundo, exatamente isto. 
Voltando ao nosso mundo real, eu tenho aqui na minha frente uma caneta Bic cristal azul. Existe alguma outra caneta igual a esta? Como nos ensinou o velho Heráclito, nem mesmo esta mesma caneta há meia hora é igual à caneta que eu tenho na minha frente. Passemos então o primeiro filtro (espaço quociente) por uma equivalência de “continuidade ontológica”, e posso falar da mesma caneta sem precisar me preocupar com o tempo. Com este filtro ainda não posso dizer que nenhuma outra caneta Bic no mundo, mesmo a que eu tenho na minha outra mão, ou a que foi produzida no mesmo lote, que esta seja igual a ela. Dependendo do que eu quero estudar, no entanto, eu posso aplicar filtros maiores ou menores, e a minha classe de equivalência pode ser formada, por exemplo, por todas as canetas Bic cristal azuis feitas na mesma fábrica, ou todas as canetas Bic cristal azuis, ou todas as canetas, ou até mesmo todos os objetos feitos de plástico. Tudo depende de quais propriedades são relevantes para o meu estudo.
Entender quais propriedades são relevantes também significa entender quais operações e funções são relevantes. Por exemplo, se eu vejo os meus triângulos no plano apenas me preocupando com os seus ângulos, a área do triângulo não está bem definida, já que existem elementos dentro da mesma classe de equivalência que possuem áreas distintas. Da mesma forma, se eu considero os números inteiros positivos apenas pelo número de dígitos que eles possuem quando escritos em base 10 (sem contar os possíveis zeros à esquerda), a operação de soma não faz sentido, porque 10 + 11 = 21 e 90 + 87 = 177, ou seja, a soma de dois números de dois dígitos pode tanto tem dois dígitos quanto 3. Para que uma operação ou função faça sentido no espaço quociente, é necessário que ela seja compatível com a relação de equivalência. 

Sendo mais formal, uma função f: X -> Y é compatível com uma relação de equivalência ~ quando 

x ~ y => f(x) = f(y), 

e uma operação o: X x X -> X é compatível com a relação de equivalência ~ quando 

a ~ b ^ c ~ d => a o c ~ b o d. 
Vamos ver alguns exemplos mais para entender melhor o que isto significa:
Considere a relação de equivalência de números inteiros de deixar o mesmo resto na divisão por 5 (ou seja, x ~ y ( existe N inteiro tal que x = y + 5N). Quais destas funções e operações fazem sentido no espaço quociente? (É verdade que todas elas fazem sentido no espaço original – os números inteiros)

- O resto da divisão por 3

- O número de dígitos quando escrito na base 10

- A soma de dois números

- O produto de dois números

- Elevar um número ao quadrado

- Se o número é positivo, zero ou negativo

Considere agora a relação de equivalência entre todos os objetos do plano tal que A ~ B se podemos deformar A sem rasgar ou colar até chegar em B (sendo mais formal, se existe uma bijeção contínua com inversa contínua entre A e B). Quais destas funções e operações fazem sentido?

- A área

- O número de lados de um polígono

- O fato de ser um polígono ou não

- O número de buracos (imagine um disco com um buraco, ou dois)

- O número de pedaços conexos (imagine dois discos, ou três)

Considere a relação de equivalência entre os pontos do plano com exceção da origem tais que a ~  b se existe uma reta que passa por a, b e a origem (ponto (0,0)). Quais destas propriedades fazem sentido?
- A distância à origem

- A soma vetorial de dois pontos

- A razão entre as coordenadas x e y

- Se o ponto está no plano superior ou inferior

- Se o ponto pertence a um cone em torno da origem

- A multiplicação dos números complexos x + y i (onde x e y são as coordenadas do ponto)

Muitas das descobertas da ciência se resumem, na essência, a descobrir quais são os espaços quocientes adequados para cada problema. Vejamos, por exemplo, a gravidade. Antes de Newton, imaginava-se que existiam leis da física distintas para os objetos sublunares (abaixo da lua, os objetos que estão na Terra ou próximos dela) e supra-lunares (o sol, os planetas e as estrelas fixas). O que Newton descobriu essencialmente se resume a dizer que podemos usar a relação de equivalência de tudo o que existe de material no universo, seja sub ou supra-lunar, apenas pela sua massa e sua posição no espaço, e a gravidade ainda faz sentido neste espaço quociente. Ou seja, a gravidade é uma função apenas da massa dos objetos e de suas posições (relativas) no espaço. 
Da mesma forma, a relatividade restrita de Einstein é apenas a conseqüência natural da afirmação de que as leis da física são compatíveis com a equivalência de todos os referenciais inerciais (i.e. ignora-se posição e velocidades constantes). 

Da mesma forma, as diferentes áreas da Matemática são apenas o estudo de diferentes espaços quocientes. A geometria é o estudo das classes de equivalência por movimentos rígidos; se se permitem deformações (sem rasgar ou colar), temos a topologia. Da mesma forma, a teoria de grupos estuda o espaço quociente dos conjuntos com uma operação pela relação de equivalência dada por bijeções entre os conjuntos que respeitam a operação (f(x) o f(y) = f(x o y)). 

Voltando um pouco para o nosso mundo real, podemos tentar achar outros exemplos de equivalências como filtros. Um dos filtros mais comuns para dizermos que dois objetos são iguais é quando eles são “quase idênticos”. Será que podemos formalizar este conceito de forma matemática? Será que isto é realmente uma equivalência, no sentido que acabamos de aprender? 
Vejamos um exemplo. Vamos supor que o nosso domínio seja o dos números inteiros positivos. O critério de ser “quase idêntico” não parece ter um candidato natural, então vou escolher um que parece ser adequado: vamos dizer que dois números são quase iguais quando eles diferem por menos de 1%. Então, por exemplo, 1000 é quase igual a 1007, mas 100 não é quase igual a 120. Será que isto é uma equivalência? Bom, temos que testar as 3 propriedades da equivalência e ver se se aplicam.

Reflexividade: Começamos bem, pois qualquer número difere de si mesmo por 0% que é menos que 1%.

Simetria: Aqui já podemos começar a ter problemas, pois 990.001 difere de 1.000.000 por 9999, que é menos que 1% de 1.000.000, mas 1.000.000 difere de 990.001 por 9999, que é mais que 1% de 990.001. Acontece que este problema não é tão sério assim, já que podemos definir que o percentual será sempre definido com relação ao maior dos números, e aí conseguimos a simetria.
Transitividade: Aqui já não temos como escapar, basta ver os números 1000, 1009 e 1018. Será que o problema foi com a nossa definição arbitrária de 1%? Será que podemos corrigir este problema? A verdade é que não. Qualquer definição que façamos de quase igual como sendo + ou – X% ou + ou – N (i.e. A é quase igual a B se A-N < B < A+N) sempre terá o problema da transitividade.
Será que isto significa que qualquer definição de quase igual está fadada ao fracasso como tentativa de equivalência? Isto vai contra a nossa intuição do dia-a-dia! A verdade é que o problema do nosso exemplo não era tanto um problema da relação, mas sim um problema do domínio. Por exemplo, no nosso dia-a-dia, normalmente conseguimos separar as roupas do nosso armário por cores, embora uma camisa azul não seja exatamente do mesmo tom de azul da outra. Como conseguimos definir esta equivalência para as nossas camisas e não para os números positivos?

Suponha que as suas camisas tivessem as cores abaixo:


[image: image1]
Você ainda seria capaz de separá-las por cor? Agora, se o seu armário se parecesse mais com a figura abaixo:
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Seria muito mais natural separar as camisas em 5 classes de equivalência de cores “quase iguais”. Da mesma forma, embora seja fácil dividir os habitantes uma casa em “gerações” (crianças, pais e avós), quando se olha a população como um todo qual é o agrupamento que faz sentido? (Não é a toa que existe tanta controvérsia com relação à qual deve ser a idade da maioridade penal!)

O nome técnico deste processo de agrupamento é clustering, e é uma técnica extremamente útil em áreas como o marketing ou administração. Quando você é capaz de agrupar os seus clientes ou clientes potenciais em classes de equivalência, consegue ter ações de marketing direcionadas para cada grupo; quando você é capaz de agrupar os tipos de projeto que a sua empresa faz em projetos que possuem características comuns, você consegue adaptar os processos para tratar cada projeto de forma mais eficiente sem ter que ter um processo diferente para cada projeto individual.
Um exemplo interessante de clustering ocorreu em 2006, quando a União Astronômica Internacional se reuniu para realizar uma partição dos objetos celestes do sistema solar. Para isto, eles usaram 3 propriedades dos corpos celestes:
(a) Orbita o Sol (em oposição a orbitar outro corpo celeste, como a nossa lua)?

(b) Tem massa suficiente para atingir o equilíbrio hidrostático e, portanto, uma forma aproximadamente esférica

(c) Foi definida uma propriedade µ de um corpo celeste definida a grosso modo como a massa do objeto dividida pela soma da massa de todos os outros objetos que cruzam a órbita daquele objeto ao redor do Sol. Quando µ é grande, isto significa que ele conseguiu “limpar a sua órbita”, atraindo os demais objetos ou para dentro de si ou como satélites. 

Com base nos critérios (a) e (b), se formaram de forma fácil duas classes de equivalência: Se não satisfaz (a) é um satélite; se satisfaz (a) e não (b) é um asteróide. Ainda restavam 12 objetos conhecidos que satisfaziam (a) e (b). Segue a lista destes objetos com o seu valor de µ:

	Ranking  
	Nome 
	μ  

	1
	Terra
	1.7 × 106

	2
	Venus
	1.35 × 106

	3
	Júpiter
	6.25 × 105

	4
	Saturno
	1.9 × 105

	5
	Marte
	1.8 × 105

	6
	Mercúrio
	9.1 × 104

	7
	Urano
	2.9 × 104

	8
	Netuno
	2.4 × 104

	9
	Ceres
	0.33

	10
	Eris
	0.10

	11
	Plutão
	0.077

	12
	Makemake
	0.02


É natural dividir estes objetos em 2 classes de equivalência com base no valor de µ - os 8 primeiros objetos divergem entre si por um fator de cerca de 80, os 4 últimos por um fator de cerca de 20, e os dois grupos divergem entre si por um fator de 70000!

Com base nesta divisão foram definidas as classes de equivalência dos planetas (os oito primeiros da lista) e planetas-anões (os quatro últimos).

Saindo de novo do mundo real, a questão da igualdade também aflige os programadores. Quando é que dois objetos são iguais em uma linguagem de programação? A resposta é: depende. Por exemplo, em Java, o operador == sempre retorna falso a menos que seja o mesmo objeto (tecnicamente, referência para a mesma posição de memória); como no exemplo abaixo:
Point p1 = new Point(2,1);

Point p2 = new Point(2,1);

Point p3 = p1;

System.out.println(p1 == p2); //false

System.out.println(p1 == p3); //false

Em compensação, a classe Object possui o método equals, que pode ser sobrescrito para qualquer outra equivalência que faça mais sentido (embora, naturalmente, o compilador não tenha como garantir que a lógica que foi programada seja, de fato, uma equivalência – e a documentação alertar fortemente que o programador deva garantir que ela o seja). Em linguagens que permitam sobrecarga de operadores, como C# ou C++, o comportamento padrão do operador == é o mesmo de Java, mas o programador pode alterar o próprio operador para significar outro tipo de equivalência.

Espero que este artigo tenha contribuído para mostrar que a Matemática não é tão dissociada assim do mundo real, e espero que o seu conceito sobre a questão da igualdade não seja mais igual ao que era antes de ler este artigo.
