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Introducao

Nosso objetivo neste livro é descrever o processo utilizado para encontrar os
maiores nimeros primos conhecidos. Em marco de 2008, os seis maiores primos
conhecidos sdo da forma M, = 2P —1 para p = 32582657, 30402457, 25964951,
24036583, 20996011, 13466917. Estes sdo os unicos primos conhecidos com
mais de 4000000 de algarismos.

Primos da forma 2P — 1, com p primo, tém sido estudados h4 séculos e sdao
conhecidos como primos de Mersenne; nao é dificil demonstrar que 2P — 1 sé
pode ser primo quando p é primo. Parte do interesse em primos de Mersenne
deve-se a sua estreita ligacdo com nimeros perfeitos. Um niimero perfeito é um
inteiro positivo que é igual 4 soma de seus divisores préprios (como 6 = 1+2+3
e 28 = 142+4+7+14); os nimeros perfeitos pares sdo precisamente os nimeros
da forma 2P~1(2P — 1) onde 2P — 1 é primo (um primo de Mersenne).

Talvez o primeiro resultado néo trivial sobre primos de Mersenne seja devido
a Hudalricus Regius que em 1536 mostrou que 2P — 1 ndo precisa ser primo
sempre que p for primo: 2'" —1 = 2047 = 23 - 89. Em 1603, Pietro Cataldi
tinha corretamente verificado a primalidade de 2'7 — 1 e 217 — 1 e afirmou
(incorretamente) que 2P — 1 também era primo para p = 23, 29, 31 e 37. Em
1640, Fermat mostrou que 223 — 1 e 237 —1 sdo compostos. Em 1644, o monge
Marin Mersenne (1588-1648) afirmou por sua vez (também incorretamente) que
2P — 1 era primo para

p=23,5713,17,19,31,67,127 e 257

e composto para os demais valores de p < 257. Esta afirmagio demoraria
séculos para ser completamente corrigida.

Em 1738, Euler mostrou que 22° — 1 é composto e em 1750, verificou que
231 —1 ¢ primo. Lucas desenvolveu um algoritmo para testar a primalidade de
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nimeros de Mersenne e em 1876 verificou que 2'27 — 1 é primo; este niimero

permaneceria por muito tempo como o maior primo conhecido (ver [Lucas]).
Sé em 1947 a lista dos primos até 257 foi varrida: os valores de p nesta faixa
para os quais 2P — 1 é primo séo

p=2,3,5713,17,19,31,61,89,107 e 127.

O algoritmo de Lucas foi posteriormente melhorado por Lehmer para dar o
seguinte critério: sejam Sp =4, S; =42 —2 =14, ..., Sx41 = SZ — 2; dado
p > 2, 2P —1 é primo se e somente se S,_> é miltiplo de 2P —1. Esta seqiiéncia
cresce muito rapido, mas basta fazer as contas médulo 2P — 1: temos assim o
chamado critério de Lucas-Lehmer (ver [Lehmer]).

Em 1951, computadores eletrénicos comecaram a ser usados para procu-
rar grandes numeros primos. Desde entdo foram encontrados os seguintes
valores de p para os quais M, é primo: 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217,
4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937, 21701, 23209, 44497, 86243, 110503,
132049, 216091, 756839, 859433, 1257787, 1398269, 2976221, 3021377, 6972593,
13466917, 20996011, 24036583, 25964951, 30402457 e 32582657. Em todos os
casos foi usado o critério de Lucas-Lehmer. Os ultimos dez foram encontra-
dos com a ajuda de computadores pessoais: se vocé tem um computador vocé
também pode participar da busca do préximo nimero de Mersenne (veja as
instrucoes em www.mersenne.org).

Note que um nimero de Mersenne M,, é escrito na base 2 como 111...111,
com p algarismos. Uma generalizagdo natural seriam os niimeros escritos como
111...111 em outra base, isto é, nimeros da forma (BP —1)/(B — 1), onde B
é a base. E facil ver que um tal nimero sé pode ser primo se p for primo.
No caso B = 10 estes nimeros sdo conhecidos como repunits. N&o se con-
hece um critério andlogo ao de Lucas-Lehmer para testar a primalidade de
numeros deste tipo quando B > 2. O maior primo conhecido desta forma é
(288393317 —1) /28838, que tem 37090 algarismos. Os tinicos repunits (compro-
vadamente) primos conhecidos sdo para p = 2,19,23,317,1031. Recentemente
(entre 1999 e 2007), foram descobertos os seguintes valores de p para os quais
0s repunits correspondentes sao provavelmente primos, i.e., passam por diver-
sos testes probabilisticos de primalidade (veja o Capitulo 3 para uma discussao
sobre testes deterministicos e probabilisticos de primalidade): 49081, 86453,
109297 e 270343. De acordo com os testes ja realizados, qualquer outro repunit
primo deve ter mais de 400000 digitos.

No primeiro capitulo veremos algumas idéias béasicas de teoria dos nimeros.
Inicialmente apresentaremos a defini¢do e as propriedades mais importantes do
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mdc e demonstraremos o teorema fundamental da aritmética. Depois apre-
sentaremos a linguagem de congruéncias, o teorema chinés dos restos e os teo-
remas de Fermat, Euler e Wilson. Estudaremos a funcdo ¢ de Euler, férmula
de inversao de Mobius e bases de numeracao. Veremos o teorema dos nimeros
primos (com demonstragio de uma versio fraca) e comentaremos varios resul-
tados e problemas em aberto famosos sobre primos.

O segundo capitulo, um pouco mais avancado que o primeiro, comega com
um pouco de algebra: falamos sobre corpos e polindmios. Estaremos espe-
cialmente interessados em corpos finitos e demonstraremos que em todo corpo
finito existe uma raiz primitiva. Depois discutiremos a existéncia de solucdes
para a congruéncia X? = a (mod n) e reciprocidade quadratica.

O terceiro capitulo é de certa forma o mais importante do livro: nele discu-
tiremos como gerar grandes primos ou testar a primalidade de grandes inteiros.
Faremos inicialmente algumas consideragoes gerais e depois discutiremos testes
de primalidade para n quando é conhecida uma fatoracdo de n—1 ou de n+1.
Primos de Mersenne sdo um caso muito particular desta segunda situagdo.
Daremos neste capitulo duas demonstragoes para o critério de Lucas-Lehmer.

No quarto capitulo discutiremos aspectos computacionais de implementagcdes
de testes de primalidade, especialmente do teste de Lucas-Lehmer. Uma questao
importantissima para garantir a rapidez de uma implementacdo é a multi-
plicagdo rapida de inteiros grandes; discutiremos brevemente dois algoritmos:

o de Karatsuba e FFT (fast Fourier transform).

Duas referéncias que foram muito usadas neste livro sdo o excelente livro de
Paulo Ribenboim, Nombres premiers, mystéres et records e a também excelente
home page sobre primos de Chris Caldwell ! onde, entre outras coisas, podem
ser sempre encontradas as listas atualizadas dos maiores primos conhecidos.

Carlos Gustavo T. de A. Moreira

IMPA, Estr. D. Castorina 110

Rio de Janeiro, RJ 22460-320

gugu@impa.br, http://www.impa.br/~gugu

Nicolau C. Saldanha

Depto. de Matemética, PUC-Rio
R. Mq. de S. Vicente 225

Rio de Janeiro, RJ 22453-900

nicolau®mat.puc-rio.br, http://www.mat.puc-rio.br/~nicolau

lhttp://wuw.utm.edu/research/primes

“mersenne”
2008/3/25
page 3

D



Capitulo 1

Divisibilidade e
congruéncias

Neste primeiro capitulo veremos os tépicos bésicos de teoria dos niimeros,
como divisibilidade, congruéncias e aritmética médulo n.

1.1 Divisao euclidiana e o teorema fundamental
da aritmética

A divisdo euclidiana, ou divisdo com resto, é uma das quatro operagdes que
toda crianca aprende na escola. Sua formulacdo precisa é: dadosa € Z,b € Z*
existem ,1 € Z com 0 < r < |[b| e a = bq + r. Tais q e T estdo unicamente
determinados e sdo chamados o quociente e resto da divisdo de a por b. Se
b > 0 podemos definir ¢ = |[a/b]| e se b < 0, g = [a/b]; em qualquer caso,
T = a—bqg. O resto r é as vezes denotado por a mod b; definimos a mod 0 = a.
Lembramos que |x| denota o unico inteiro k tal que k < x <k+1e [x] o
Unico inteiro k tal que k —1 < x <k.

Dados dois inteiros a e b (em geral com b # 0) dizemos que b divide a, ou
que a é um miiltiplo de b, e escrevemos bl|a, se existir q € Z com a = gb. Se
a # 0, também dizemos que b é um divisor de a. Assim, bla se e somente se
amod b =0.
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6 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

Proposicao 1.1: Dados a,b € Z existe um tnico d € N tal que d|a, d/b
e, para todo ¢ € N, se cla e c|b entdo ¢/d. Além disso existem x,y € Z com
d = ax + by.

Esse natural d é chamado o mdximo divisor comum, ou mdc, entre a e
b. Escrevemos d = mdc(a,b) ou (se ndo houver possibilidade de confusio)
d = (a,b).

Dem: O caso a =b = 0 é trivial (temos d = 0). Nos outros casos, seja
I(a,b) = {ax + by;x,y € Z} e seja d = axg + byo 0 menor elemento positivo
de I(a,b). Como d € N*, existem q,7 € Zcom a =dq+1e 0 <r < d.
Temos 1 = a — dq = a(l — gxo) + b(—qyo) € I(a,b); comor < ded éo
menor elemento positivo de I(a,b), r = 0 e d/a. Analogamente, d|b. Suponha
agora que c|a e c|b; temos c/ax + by para quaisquer valores de x e y donde, em
particular, c|d. [ ]

O algoritmo de Euclides para calcular o mdc baseia-se nas seguintes ob-
servagoes simples. Se a = bg+ 71, 0 < 1 < b, temos (com a notacdo da
demonstracio acima) I(a,b) = I(b, 1), donde (a,b) = (b, ). Definindo ap = a,
a1 =bean =ant1qn+2 + ant2, 0 < any2 < any1 (OU seja, any2 é o resto
da divisdo de a, por a,1) temos (a,b) = (ag,a1) = (a7,az2) = (az2,a3) =
.-+ = (an, any1) para qualquer valor de n. Seja N o menor natural para o qual
an41 = 0: temos (a,b) = (an,0) = an-

Lema 1.2: Se (a,b) =1 e albc entao alc.

Dem: Como (a,b) = 1, existem x,y € Z com ax + by = 1, logo alc =

acx + bey. |
Quando (a,b) = 1 dizemos que a e b sdo primos entre si. Um natural p > 1

é chamado primo se os Unicos divisores positivos de p sdo 1 e p. Um natural
n > 1 é chamado composto se admite outros divisores além de 1 e n.

Claramente, se p é primo e p t a temos (p, a) = 1. Usando o lema anterior
e inducao temos o seguinte resultado:

Corolario 1.3: Sejam p um niumero primo e sejam aj,...0,, € Z. Se
pla; ---am entdo pla; para algumi, 1 <i<n.

Estamos agora prontos para enunciar e provar o teorema que diz que todo
inteiro admite fatoragdo tinica como produto de primos.

Teorema 1.4: (Teorema fundamental da aritmética) Seja n > 2 um nimero
natural. Podemos escrever n de uma tnica forma como um produto

n=pi-Pm
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[SEC. 1.1: DIVISAO EUCLIDIANA E O TEOREMA FUNDAMENTAL DA ARITMETICA 7

onde m > 1 é um natural e p; < ... < P S80 primos.

Dem: Mostramos a existencia da fatoragdo por indu¢do. Se n é primo ndo ha
o que provar (escrevemos m = 1, p; =n). Se n é composto podemos escrever
n=ab,aq,beN 1 <a<mn 1<Db<n. Por hipétese de indugdo, a e b
se decompdem como produto de primos. Juntando as fatoragdes de a e b (e
reordenando os fatores) obtemos uma fatoragéo de n.

Vamos agora mostrar a unicidade, também por indu¢do. Suponha que
n:p] ‘pm:q] ...qm,,

com p1 < ... < Pm, 1 < ... < gmr- Como pilqy -+ gm temos p1lqi para
algum valor de i, donde, como q; é primo, p1 = gi € p1 > q7. Analogamente
temos 1 < p1, donde p; = q7. Mas por hipétese de inducéo

n/P1=pP2-Pm =02 " qm’

admite uma Unica fatoracio, donde m = m' e p; = q; para todo i. |

Outra forma de escrever a fatoracio é
__ €1 e
n=pj --pr,
com p1 < -+ < Pm, € > 0. Ainda outra formulacao é escrever
n= 222323565 .. .peTJ .
onde o produto é tomado sobre todos os primos mas apenas um ndmero finito

de expoentes é maior do que zero.

Segue deste teorema o outro algoritmo comum para calcular o mdc de dois
numeros: fatoramos os dois numeros e tomamos os fatores comuns com os
menores expoentes. Este algoritmo é bem menos eficiente do que o de Euclides
para inteiros grandes (que em geral ndo sabemos fatorar) mas é instrutivo saber
que os dois algoritmos ddo o mesmo resultado.

Corolério 1.5: Se (a,n) = (b,n) =1 entdo (ab,n) = 1.
Dem: Evidente a partir do algoritmo descrito acima. |
Teorema 1.6: (Euclides) Existem infinitos nimeros primos.

Dem: Suponha por absurdo que p1,p2,...,pm fossem todos os primos. O
ndmero N =pq-p2---pPm + 1 > 1 ndo seria divisivel por nenhum primo, o que
contradiz o teorema fundamental da aritmética. |
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8 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

Observe que ndo provamos que p1-p2 - - - Pm+1 é primo para algum conjunto
finito de primos (por exemplo, os m primeiros primos). Alids, 2-3-5-7-11-
134+1=30031 =59-509,2-3-5-7—1=209=11-19,4 +1=25=5%¢
8!—1 =40319 = 23-1753 nio sdo primos. Nio existe nenhuma férmula simples
conhecida que gere sempre nimeros primos. Veja a se¢io 3.1.

1.2 Congruéncias

Sejam a,b,n € Z. Dizemos que a é congruente a b médulo n, e escrevemos
a = b (mod n), se n|b — a. Como a congruéncia médulo 0 é a igualdade e
quaisquer inteiros sdo congruos médulo 1, em geral estamos interessados em
n>1.

Proposigao 1.7: Para quaisquer a,a’,b,b’,c,n € Z temos:

(a) a =a (mod n);

(b) se a =b (mod n) entdo b = a (mod n);

(c) sea=Db (mod n) eb =c (mod n) entdo a = ¢ (mod n);

(d) sea=a' (modn)eb=>b' (modn) entdoa+b=a’"+b’ (mod n);
(e) se a =a’' (mod n) entdo —a = —a’ (mod n);

(f) sea=a’' (modn)eb=>b’' (modn) entdoa-b=a’-b’ (mod n).

Dem: Paraoitem (a) basta observar que nja—a = 0. Em (b), se n|b—a entéo

nja—b=—(b—a). Em (¢),sen/b—aemnjc—bentdonlc—a = (c—b)+(b—a).
Em (d), se nla’ —aen/b’—b entdon|(a’+b')—(a+b)=(a’'—a)+ (b’ —b).
Em (e), se nla’ — a entdo n|(—a’') — (—a) = —(a’ —a). Em (f),senla’—ae
nb’ — b entdo nja’d’ —ab =a’(b’' —b) +b(a’' — a). [ ]



[SEC. 1.2: CONGRUENCIAS 9

Os itens (a), (b) e (c) da proposicao acima dizem, nesta ordem, que a relagéo
= (modn) (“ser congruo médulo n”) é uma relacio reflexiva, simétrica e
transitiva. RelacOes satisfazendo estas trés propriedades sdo chamadas rela¢ées
de equivaléncia. Dada uma relagdo de equivaléncia ~ sobre um conjunto X e
um elemento x € X definimos a classe de equivaléncia X de x como

X ={y € Xjy ~x};

observe que x ~ Y se e somente se X = Y. As classes de equivaléncia formam
uma particdo de X, i.e., uma colecdo de subconjuntos nao vazios e disjuntos de
X cuja unido é X. O conjunto {X|x € X} das classes de equivaléncia é chamado
o quociente de X pela relagdo de equivaléncia ~ e é denotado por X/ ~.

Aplicando esta construgdo geral ao nosso caso, definimos o quociente Z /(=
(mod n)), chamado por simplicidade de notacdo de Z/(n), Z/MZ ou as vezes
Z. Dado a € Z, a defini¢do de @ como um subconjunto de Z raramente serd
importante: o importante é sabermos que @ = a’ se e somente se a = a’
(mod n). Se n > 0, a divisdo euclidiana diz que todo inteiro a é céngruo a um
Unico inteiro a’ com 0 < a’ < n; podemos reescrever este fato na nosso nova
linguagem como

Z/n)={0,1,...,n—1}
Quando nao houver possibilidade de confusido omitiremos as barras e chamare-
mos os elementos de Z/(n) simplesmente de 0,1,...,n— 1.

Os itens (d), (e) e (f) da proposi¢do dizem que as operagdes de soma,
diferenca e produto sdo compativeis com a relacdo de congruéncia. E esta
propriedade que torna congruéncias tao uteis, nos possibilitando fazer contas
médulo n. Podemos por exemplo escrever

196883 =1-10°4+9-10* +6-10% +8-10> +8-10" +3-10°
=1-1°49-1"+6-1+8-12+8-1"+3.1°
=14+94+6+84+8+3
=35
=8 (mod 9),

jd que 10 =1 (mod 9) (mostrando assim porque funciona o conhecido critério

de divisibilidade por 9). Uma formula¢io mais abstrata da mesma idéia é dizer
que as operagoes + e - passam ao quociente, i.e., que podemos definir

+:Z/M)XZ/(n) = Z/(n), GZ/M)XZ/(M)—= Z/(n)
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10 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

pora+b=a+bed-b=a-b. A divida & primeira vista seria se a escolha de
a e b ndo afeta a resposta: afinal existem infinitos inteiros a’ e b’ com @ = a’
e b =Db’. Ositens (d) e (f) da proposi¢do siio exatamente o que precisamos:
eles nos dizem que nestas condigdes a+b=a’+b’ea-b=a’-b’.

Proposicao 1.8: Sejam a,n € Z, n > 0. Entao existe b € Z com ab = 1
(mod n) se e somente se (a,n) = 1.

Dem: Seab =1 (mod n) temos nk = 1—ab para algum k, donde (a,n)lab+
nk=1e(a,n)=1. Se (a,n) =1 temos ax + ny = 1 para certos inteiros x e

Yy, donde ax =1 (mod n). [ ]

Dizemos portanto que a é invertivel ! médulo n quando (a,m) = 1 e
chamamos b com ab =1 (mod n) de inverso de a médulo n. O inverso é sem-
pre tnico médulo n: se ab = ab’ =1 (mod n) temos b = ab? = abb’ = b’
(mod n).

Coroléario 1.9: Se (a,n) =1 e ab = ab’ (mod n) entdob = b’ (mod n).

Dem: Basta escrever b = abec = ab’c = b’ (mod n) onde ¢ é o inverso de a
médulo n. u

Definimos (Z/(n))* C Z/(n) por

(zZ/(m)* ={g;(a,n) =1}

*

Observe que o produto de elementos de (Z/(n))
(Z/(n))* (corolario 1.5).

Teorema 1.10: (Teorema Chinés dos restos) Se (m,n) =1 entdo

é sempre um elemento de

f:Z/(mn)— Z/(m)xZ/(n)
a— (a,a)
é uma bijecdo. Além disso, a imagem por f de (Z/(mn))* é (Z/(m))* x
(Z /().
Note que cada @ na definicdo de f é tomado em relagdo a um méddulo

diferente. A func¢fo estd bem definida pois a mod mn determina a mod m e
a mod n.

Dem: Como Z/(mn)e Z/(m) x Z/(n) tém mn elementos cada, para provar
que f é bijetiva basta verificar que f é injetiva. E, de fato, se a = a’ (mod m)

L Alguns autores preferem escrever inversivel. Os interessados em discutir esta questio
ortografica devem escrever para o Prof. Zoroastro Azambuja, IMPA, Estr. D. Castorina 110,
Rio de Janeiro, RJ
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[SEC.1.3: A FUNGAO DE EULER E O PEQUENO TEOREMA DE FERMAT 11

e a=a’' (mod n) entdo m|(a —a’) e n|f(a—a’), donde mn|(a —a') e a = a’
(mod mn). A imagem de (Z/(mn))* é (Z/(m))* x (Z/(n))* pois (a,mn) =1
se e somente se (a,m) = (a,n) =1. [ ]

Dados inteiros mq, my, ..., m,, dizemos que estes inteiros sdo primos entre
si se (my, m;) = 1 para quaiquer i # j.

Corolario 1.11: Se my, my,..., M, sdo inteiros primos entre si. Entao

f:Z/(mmz---m;) =2 Z/(mq) X Z/(m2) ---Z/(m,)

a— (a,q,...,q)
é uma bijecao.
Dem: Basta aplicar o teorema anterior v vezes. |

A aplicacdo mais comum deste teorema é para garantir que existe a com
a = a; (mod my) onde a; sdo inteiros dados quaisquer.

1.3 A funcao de Euler e o pequeno teorema de
Fermat

Definimos @(n) = |(Z/(n))*| (onde |X| denota o ndmero de elementos de
X). A fun¢do @ é conhecida como a fun¢ao de Euler. Temos @(1) = @(2) =1,
e, paran > 2, 1 < p(n) < n. Se p é primo, @(p) = p — 1; mais geralmente
@(p*) = p* —p*~ ! pois (a,p*) = 1 se e somente se a nio é miltiplo de p e
h4 p*~ 1 multiplos de p no intervalo 0 < a < pX.

Dizemos que os n numeros inteiros aq, az, ..., d, formam um sistema com-
pleto de residuos (ou s.c.r.) médulo n se {@y,az,...ant = Z/(n), isto é, se os
a; representam todas as classes de congruéncia médulo n. Por exemplo, 0, 1,
2, ...n—1 formam um s.c.r. médulo n. Equivalentemente, podemos dizer que
ai,az,...,an formam um s.c.r. médulo n se e somente se a; = aj (mod n)
implicar i =j. Os @(n) nimeros inteiros by, bz, ..., by ) formam um sistema
completo de invertiveis (s.c.i.) médulo n se

{b1,b2,... by} = (Z/())7,

isto é, se os b representam todas as classes de congruéncias invertiveis médulo
n. Também equivalentemente, b1, bz, ..., by n) formam um s.c.i. médulo n se
e somente se (bi,n) =1 para todo i e a; = a; (mod n) implicar i =j.

“mersenne”
2008/3/25
page 11

D



12 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

Proposicao 1.12: Sejam q,v,n € Z, n > 0, q invertivel médulo n, ay,
az,...,an um s.c.r. médulon e bq,b2,...,byn) um s.ci. médulo n. Entdo
gai+7v,q9a2+7,...,dan + 1 formam um s.c.r. médulo n e gby, gbz,...qby(m)
formam um s.c.i. médulo n.

Dem: Se qai+71=qa; +71 (mod n) entdo nlq(a; —a;) e a; = a; (mod n),
donde i = j; com isto provamos que qaj +1,qaz +71,...,qa, + 1 formam um
S.C.T..

Como (q,n) = (by,n) = 1, temos (gb;,n) = 1. Por outro lado, se qb;
gbj (mod n) temos by = b; (mod n) (como no pardgrafo anterior) e i =

j-
Isto conclui a demonstracao. |

Teorema 1.13: (Euler) Sejam a,n € Z,n > 0, tais que (a,n) = 1. Entao
a®™ =1 (mod n).

Dem: Seja
bq,bo,... -bq)(n]

um s.c.i. médulo n. Pela proposi¢cdo anterior,
abi,aby,...abgym)
também formam um s.c.i. médulo n. Assim,
by bz---bym) =aby-abz---abgyr) (modn)

pois médulo n os dois lados tém os mesmos fatores a menos de permutacdo.
Mas isto pode ser reescrito como

a“’(“](b1 by 'bq)(n)) =1- (b1 -by-- -b(p(n]) (mod TL)
e pelo corolério 1.9 isto implica a®™ =1 (mod n). |

Coroléario 1.14: (Pequeno Teorema de Fermat) Se p é primo entdo, para
todo inteiro a, a? = a (mod p).

Dem: Se pla, entdo a? = a = 0 (mod p). Caso contrario, @(p) = p — 1,
aP ' =1 (mod p) e novamente a® = a (mod p). [ |
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Outra demonstracdo do pequeno teorema de Fermat é por indugdo em a
usando o bindomio de Newton e algumas propriedades de nimeros binomiais.

Se 0 <1< p temos
p p!
=— =9 d
(i) ip—uy — 0 (medP)

pois hd um fator p no numerador que ndo pode ser cancelado com nada que
apareca no denominador. Os casos a = 0 e a = 1 do teorema sdo triviais.
Supondo valido o teorema para a, temos

ap+(?>ap]+--'+(pi])a+]

=aP +1
=a+1 (modp)

(a+1)P

e a inducdo estd completa.
Coroléario 1.15: Se (m,n) =1 entdo @(mn) = @(m)e(n).
Dem: Construimos uma bijecio entre (Z/(mn))* e (Z/(m))* x (Z/(n))*, o
que garante que estes conjuntos tém o mesmo nimero de elementos. |
Corolario 1.16: Se

n=py'pyt- PR
compy <p2<...<pm €e; >0 para todo i entdo

617] 2271

@o(n) = (p7" —p; J(pS2 —p52 ) (per _pi{,ﬁ])
zn(1—l> (]—l)...(1_L)_
P P2 Pm

Dem: Isto segue da férmula que ji vimos para @(p€) e do coroldrio anterior.
|

Em particular, se n > 2 entdo @(n) é par.

Mais adiante estudaremos equagdes do segundo grau em Z/(p); vejamos
desde ja um pequeno resultado deste tipo que garante que os Gnicos a que sao
seus préprios inversos médulo p sdo 1 e —1.

Lema 1.17: Se p é primo entdo as tinicas solugoes de x> =1 em Z/(p) sdo 1
e —1. Em particular,se x € (Z/(p))* —{1,—1} entdo x ' #x em Z/(p).

Dem: Podemos reescrever a equagio como (x — 1)(x + 1) =0, o que torna o
resultado trivial. [ |
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Teorema 1.18: (Wilson) Sejan > 4. Entdo (n—1)! = —1 (mod n) sen é
primoe (n—1)! =0 (mod n) se n é composto.

Dem: Sen é composto mas nao é o quadrado de um primo podemos escrever
n=abcom 1 < a< b < n: neste caso tanto a quanto b aparecem em (n—1)!
e(m—1)!'=0 (mod n). Sen =p?2, p > 2, entdo p e 2p aparecem em (n — 1)!
e novamente (n—1)! =0 (mod n); isto demonstra que para todo n composto,
n >4, temos (Nn—1)! =0 (mod n).

Se n é primo podemos escrever (n — 1)1 = —(2-3---n —2) (mod n); mas
pelo lema anterior podemos juntar os inversos aos pares no produto do lado
direito, donde (n — 1)! = —1 (mod n). |

1.4 A funcao de Mobius

Vejamos inicialmente uma propriedade da funcao .

Teorema 1.19: Para todo natural n,

Z @(d) =n.

din

Este teorema segue facilmente da férmula que provamos para @(n) na se¢io
anterior. Daremos entretanto uma demonstragdo bijetiva.

Dem: Considere as n fragdes

n—1

1
y e
n n

sSlo

e simplifique cada uma delas: obtemos assim, para cada dn, @(d) fragdes com
denominador d, donde segue a identidade do enunciado.

Mais formalmente, dado @ € Z/(n), sejam d = n/(n,a) e a’ = a/(n,a).
Claramente a’ € (Z/(d))* e definimos assim uma funcdo de Z/(n) para a
unifo disjunta dos conjuntos (Z/(d))*, onde d varia sobre os divisores de n. A
inversa desta funcdo leva a’ € (Z/(d))* em @, a = na’/d, donde a funcio é
uma bije¢ao. |
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[SEC. 1.4: A FUNCAOQ DE MOBIUS

O processo de construir g a partir de f como

o)=Y ()

dn

15

é bastante comum em teoria dos nimeros. Seria interessante poder inverter

esta identidade para escrever f a partir de g. O teorema anterior nos mostra

que se fazemos f = @ na equagdo acima temos g(n) = n; invertendo esta
identidade terfamos uma férmula para @. O objetivo desta secdo é mostrar

como fazer este tipo de inversdo.

Definimos a funcao de Mébius w: N* — Z por

p(n) =

{(_])m) semn =p1p2-::Pm, COM P1,P2," -

,Pm primos distintos,

0, se n tem algum fator primo repetido em sua fatoracdo.

Assim, (1) = u(6) = pu(10) =1, n(2) = u(3) = n(5)

w(8) =n(9) =0.

Lema 1.20: Para todo inteiro positivo n temos

1 =1
Zu(d)_{oz sen )

T sen > 1.

Dem: O cason =1 ¢é trivial. Se n > 1, seja p um divisor primo de n e seja

n=pén’ com ptn'. Temos

D u(d)

dn dn,ptd d|n,pld,p?td
=Y wd+ ) wulpd)+0
din’ d’'|In’
= ud- ) ud)
din’ d’'|Im’
=0.

D oud+ ) o+

=u7) =-leun =

D> wa

dln,p2|d
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Teorema 1.21: (Férmula de inversdo de Mdbius) Se para todon > 0 temos

gn) =) f(d)

din

entao

f(n) =Y u(n/d)g(d).

dn

Observe que a férmula do coroldrio 1.16 para @(n) segue facilmente dos

dois teoremas acima.

Dem: Basta provar que

f(n) =) un/d)

din

d’ld

Mas, escrevendo d” =n/d e m =n/d’ temos

D un/d) (Z f(d')) =)

din d’ld min

Teorema 1.22: (Segunda férmula de inversdo de Mobius) Sejam f e g fungdes
reais com dominio (0,+o00) tais que f(t) = g(t) =0 para todo t < 1. Se

(

d”\m

Lx]

)

> u(d”)> f(n/m) = f(n).

- £1)- £

k=1

para todo x entdo entdo
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mas, tomando m = kr a dltima soma é igual a

> [ Xww ) ()
m=1 klm
que pelo lema é igual a f(x).

deixar de mencionar a seguinte conjectura.

Conjectura 1.23: (Hip6tese de Riemann) Se x > 1/2 entdo

-
i, o 2 wlm) =0
1<m

Esta é uma das formulacges da famosa hipétese de Riemann, um dos prob-

lemas em aberto mais importantes da matematica.

Podemos reenunciar esta conjectura assim: seja f : (0,+00) — R definida

por f(t)=0set<1le

D flt/k)=1, set>1

k=1

entdo, para todo o > 1/2,

lim @ =0.

t—o0 t&

De fato, pela segunda férmula de inversdo de Mobius temos

1.5 Bases

A notagcdo usual para naturais é a chamada base 10, com algarismos 0, . ..

Isto significa, por exemplo, que

196883 =1-10°4+9-10* +6-103+8-102+8-10" +3-10°.

17

Apesar de ndo estar relacionada com o resto da nossa discussdo, ndo podemos

,9.
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18 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

O teorema abaixo mostra como escrever qualquer natural em qualquer base d.

Teorema 1.24: Sejan > 0 e d > 1. Entdo existe uma tnica seqiiéncia
ao, ..., dk, ... com as seguintes propriedades:

(a) para todo k, 0 < ax < d,

(b) existe m tal que se k > m entdo ax =0,
(¢) n=3, axd®.

Dem: Escrevemos n = ng = nyd+ ap, 0 < ap < d, ny = nad + ay,
0 < a <d,eem geral ng = ngp1d + ak, 0 < ax < d. Nossa primeira
afirmacdo é que ny, = 0 para algum valor de k. De fato, se ng < d™ entdo
n; < d™ ' e mais geralmente, por inducdo, ny < d™%; fazendo k > m temos
ng < 1 donde ni = 0. Segue dai que ax = 0 para k > m. A identidade do
item (c) é facilmente demonstrada por indugéo.

Para a unicidade, suponha Zk apd® = Zkbkdk. Se as seqiiéncias ax e by
sao distintas existe um menor indice, digamos j, para o qual a; # bj. Podemos
: k=i — p. k—j .= b
escrever aj+3 s ard“ 7 =bj+3 ;_;bkd“” donde a; = b; (mod d), o que
é uma contradic3o. [ |
As vezes é interessante considerar expansdes ndo apenas em outras bases
mas com outros conjuntos de algarismos (veremos um exemplo disso no dltimo
capitulo). Por exemplo, podemos preferir algarismos negativos pequenos a
algarismos positivos grandes e assim um bom conjunto de algarismos na base

10 seria
—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5.

Desta forma, escrevemos 13 = 1-10 + 3 mas escrevemos 9 = 1-10—1 e
64 = 1-10> —4-10 + 4. Generalizando, os algarismos na base d seriam os
inteiros a com —d/2 < a < d/2, ou seja,

a=-—[(d-1)/2],-[(d—-1)/2] +1,...,—-1,0,1,...,[d/2] —1,]d/2].

Este conjunto de algarismos nos permite enunciar um teorema anélogo ao an-
terior, com a diferenga que agora nimeros negativos ndo precisam ser tratados
em separado.

Teorema 1.25: Sejan € Z e d > 2. Entdo existe uma tnica seqiiéncia
ag, ..., dk, ... com as seguintes propriedades:

(a) para todo k, —d/2 < ax < d/2,
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[SEC. 1.6: SOBRE A DISTRIBUIGAO DOS NUMEROS PRIMOS 19

(b) existe m tal que se k > m entdo ax =0,
() n=), axd®

Dem: Escrevemos n =ng=mn1d+ ag, —d/2 < ap < d/2, ny = nzd + as,
—d/2 < a1 € d/2, eem geral ng = ngp1d+ax, —d/2 < ax < d/2. Novamente,
nossa primeira afirmacao é que ny = 0 para algum valor de k. De fato, se

—d™/2<ny <d™/2

entdo, por inducao,
—d™ /2 < <A™/

fazendo k > m temos ny = 0. Segue daf que ax = 0 para k > m. A identidade
do item (c) e a unicidade sdo demonstradas como no teorema anterior. |

Pode-se estudar representagdes na base d com outros conjuntos X de algar-
ismos. Algumas condi¢bes minimas para que X seja um conjunto de algarismos
interessante sdo que 0 € X, que X seja um sistema completo de residuos e que
o mdc dos elementos de X seja 1.

1.6 Sobre a distribuicao dos nimeros primos

Ja vimos que existem infinitos primos; o teorema dos nimeros primos da
uma estimativa de quantos primos existem até um inteiro x, ou seja, descreve
a distribuicio dos primos. Defina 7t(x) como sendo o niimero de primos p com
2<p<x

Teorema 1.26: (Teorema dos ndmeros primos)

o )
x—o0 x/logx

Observe que aqui e em todo o livro log denota o logaritmo natural. Este
resultado foi conjecturado por vérios matematicos, inclusive por Legendre e
Gauss, mas a demonstracdo completa sé foi encontrada em 1896, por de la
Vallée Poussin e Hadamard (independentemante). N&o demonstraremos este
teorema: as demonstracoes elementares conhecidas sdo todas bastante dificeis
(lembramos que uma demonstragéo é dita elementar quando ndo usa ferramen-
tas avangadas: muitas demonstractes elementares sdo longas e sofisticadas).
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20 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

Daremos uma demonstragio da seguinte proposiciao (devida a Tchebycheff)
que é claramente uma versio fraca do teorema dos nimeros primos.

Proposigao 1.27: Existem constantes positivas ¢ < C tais que

CL <m(x) < CL
log x log x

para todo x > 2.

ZT? ) =l g multiplo de todos os primos

Dem: Observemos inicialmente que ( ey

P que satisfazem n < p < 2n. Como

2n n\ o
)=z, ()=
0<k<2n

segue que o produto dos primos entre n e 2n é menor do que 22™. Como h4
7(2n) —m(n) primos como esses segue que N2 (M) < 22" (pois todos esses
primos sdo maiores que n), donde (n(2n) — n(n))logn < 2nlog2 e

2nlog?2
m(2n) —m(n) < S8
logn
Isso implica facilmente, por inducéo, que
5.2k
2k+1 <z =
m27) < —

(comegando com k = 5; até k = 5 segue de t(n) < n/2). Dai segue que se
2K < x < 271 entdo
5.2k o Dxlog2
k — logx

mi(x) <

pois f(x) = xlog2/logx é uma funcio crescente para x > 3.

Vamos agora provar a outra desigualdade. O expoente do primo p na fa-
toracdo de n! é
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21

(esta é uma soma finita pois se k > log,, n = logn/logp entdo Lplkj =0). De

fato, 1| — Lplkj é sempre 0 ou 1, e é igual a 1 se e s6 se p’ divide n + 1.

P’

Assim, wp(n 4+ 1) —wyp(n) é igual ao expoente de p na fatoracdo den +1, o

que fornece uma prova por indu¢do do fato acima.

Assim, o expoente de p em (3') = (2n)!/n!? ¢

2 (7))

Temos agora que Li—EJ — ZLplkJ é sempre 0 ou 1 (pois 0 < x — [x] < 1 para

todo x), donde o expoente de p em (2;’) é no maximor log, n = logn/logp

para todo primo p. Por outro lado, se n < p < 2n, o expoente de p em (2;’) é

)

™) = ITp<2n P™* é a fatoragdo de (%) entéio

1. Assim, se (

2n
1 - 1
0g<n) D) aplogp

p<2n
=Y oaplogp+ > logp
p<n n<p<2n

< w(n)logn + (m(2n) — t(n)) log(2n)
< m(2n)log(2n)

donde
7(2n) > log (2:11) /log(2n) > nlog2/log(2n)
pois
n :2£.an1 ‘”n—l—] > om
n n n-—I1 |
donde
n(x) > xlog 2
logx

para todo x par, o que implica na mesma estimativa para todo x inteiro, pois

n(2k — 1) = 7(2K).
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22 [CAP. 1: DIVISIBILIDADE E CONGRUENCIAS

Corolédrio 1.28: Seja f: N — [0, +00) uma fungdo decrescente. A série

> fp)

P primo

converge se e somente se a série

= f(n)
ngz logn
converge. Em particular,
Z % = +o00.
p primo
Deixamos a demonstragao deste corolario como exercicio.
Uma aproximagdo mais precisa para m(x) é dada por
i = | o,
o logt
onde tomamos o valor principal desta integral, ou seja,

T1—e x
Li(x) = lim J. dt —|—J i;
e—0), logt 14¢ logt

claramente
Li(x)
x—o0 log(x)/x
Sabe-se entretanto que

|7'((X) - Li(X)| < Cxefa(log x)3/5 (loglogx) '/°

para algum valor das constantes a e C (independente de x). Em particular,
para qualquer k > 0 existe C > 0 tal que,para todo x,
X

Imt(x) — Li(x)| < Cm‘

o que mostra que Li(x) (e mesmo x/(logx — 1)) é uma aproximagdo de 7t(x)
bem melhor do que x/logx.
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[SEC. 1.7: OUTROS RESULTADOS E CONJECTURAS SOBRE PRIMOS 23

A hipétese de Riemann, ji mencionada, equivale a dizer que para todo € > 0
existe C com
Im(x) — Li(x)| < Cx'/2*¢;

ninguém sabe demonstrar que esta estimativa seja correta sequer para algum
valor de € < 1/2. A hipétese de Riemann também implica que existe C com

Im(x) — Li(x)| < Cx'/?logx,

o que daria uma estimativa para o tamanho deste erro muito melhor de que
as que se sabe demonstrar. Por outro lado, sabe-se demonstrar que nio pode
existir nenhuma estimativa muito melhor do que esta para |7t(x) —Li(x)|: existe
uma constante C > 0 e inteiros x; e x; arbitrariamente grandes com

< 7C\/x_110g10g log x4
log x4
A /x2 logloglogx,
log x> )

7t(xq) — Li(x1)

7t(x2) — Li(x2) >

1.7 Outros resultados e conjecturas sobre pri-
mos

Nesta se¢do veremos o enunciado de alguns resultados classicos sobre nimeros
primos. Também veremos varios problemas em aberto famosos.

Teorema 1.29: (Dirichlet) Dados naturais a,d com mdc(a,d) = 1, existem
infinitos primos da forma a + dn (com n natural).

A demonstracio usual deste teorema usa varidveis complexas. Muitos ca-
sos particulares admitem demonstracbes elementares mais ou menos simples.
O leitor ndo deve ter dificuldade em demonstrar, por exemplo, que existem
infinitos primos da forma 4n + 3 ou 6n + 5.

Existem vérios refinamentos conhecidos do teorema de Dirichlet. Definimos
T4,q(x) como sendo o nimero de primos da forma a + dn no intervalo [2,x].
De la Vallée Poussin provou que

i Taax) 1
X—+00 W(X) (p(d)'
isto é, todas as possiveis classes médulo d tém aproximadamente a mesma,
propor¢do de primos.
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Por outro lado, Tchebycheff observou que para valores pequenos de x 73 2 (x)—

73,1(x) € 74,3(x) — 74,1 (x) sdo positivos. Um teorema de Littlewood, entre-
tanto, demonstra que estas fun¢ées mudam de sinal infinitas vezes. Em 1957,
Leech demonstrou que o menor valor de x para o qual 74 3(x) — 74 1(x) = —1
é 26861 e em 1978 Bays e Hudson demonstraram que o menor valor de x para
O qual 7T3‘2(X) — 73,1 (X) =—1 é 608981813029.

Seja p(d, a) o menor primo da forma a 4+ dn, n inteiro e
p(d) = max{p(d,a) |0 < a < d,mdc(a,d) =1}.

Linnik (1944) provou que existe L > 1 com p(d) < d' para todo d suficien-
temente grande. A melhor estimativa conhecida para L é L < 5,5, devida a
Heath-Brown (1992), que também conjecturou que

p(d) < Cd(log d)*.

Por outro lado, ndo se sabe demonstrar que existam infinitos primos da
forma n? + 1; alids, ndo existe nenhum polinémio P em uma varidvel e de
grau maior que 1 para o qual se saiba demonstrar que existem infinitos primos
da forma P(n), n € Z. Por outro lado, existem muitos polindmios em mais
de uma varidvel que assumem infinitos valores primos: por exemplo, prova-se
facilmente que todo primo da forma 4n + 1 pode ser escrito também na forma
a?+b?, a,b € Z. Por outro lado, Friedlander e Iwaniec provaram recentemente
um resultado muito mais dificil: que existem infinitos primos da forma a? +b*.

Um dos problemas em aberto mais famosos da matemdtica é a conjectura
de Goldbach: todo nimero par maior ou igual a 4 é a soma de dois primos.
Chen demonstrou que todo nimero par suficientemente grande é a soma de
um primo com um nimero com no maximo dois fatores primos. Vinogradov
demonstrou que todo impar suficientemente grande (por exemplo, maior do

15 , ~ .
que 3% ) é uma soma de trés primos.

Quando p e p + 2 s&o ambos primos, dizemos que eles sdo primos gémeos.

Conjectura-se, mas ndo se sabe demonstrar, que existem infinitos primos gémeos.

Brun, por outro lado, provou que primos gémeos sao escassos no seguinte sen-
tido: se 72(x) é o nidmero de pares de primos gémeos até x entdo

100%
(log x)?

T2 (X) <
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para x sufientemente grande. Em particular,

Z l<+oo.

P primo gémeo

Acredita-se que 7 (x) seja assintético a Cx/(logx)? para alguma constante
positiva C. Deixamos como exercicio provar a seguinte caracterizacio de primos
gémeos devida a Clement. Seja n > 2; os inteiros n e n + 2 so ambos primos
se e somente se

4din=—NN+1D+n=0 (modn(n+2)).

Seja pn 0 n-ésimo nimero primo. O teorema dos nimeros primos equivale
a dizer que
. Pn
lim =
n—oco nlogn

Por outro lado, sabe-se muito pouco sobre o comportamento da fun¢do d,, =
Pn+1 — Pn- Por exemplo, a conjectura de que existem infinitos primos gémeos
equivale a dizer que lim inf d,, = 2. N&o se sabe provar nem que lim inf d,, < co.
Seja

dn
0g8Pn
Erdos provou que L < 1 e Maier que L < 0,248. Apenas em 2005, D. A.
Goldston, J. Pintz e C. Y. Yildirim provaram que L = 0 (ver [GPY1]). De fato
eles provaram bem mais (ver [GPY2]): por exemplo, temos

lim inf dn < 00.

Vlogpn(loglogpn)?

Erdés também provou que o conjunto dos pontos de acumulagio de d/logpn
tem medida positiva. Por outro lado, é um teorema cléssico, conhecido como
postulado de Bertrand, que sempre existe pelo menos um primo entre m e 2m,
ou seja, dn, < pn. Em 1931, Westzynthius provou que

L =liminf

)

. dn
lim sup = 00,

logpn

e em 1963 Rankin, completando um trabalho de Erdds, mostrou que

)2

dn (logloglog pn >eY ~1,78107

lim sup log pn loglogprn loglogloglogpn —
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onde vy é a constante de Euler-Mascheroni,

1 1
v = lim (1 +o4 4= logn> ~ 0,5772156649;
n—oo 2 n
este resultado foi melhorado posteriormente por Pomerance e Pintz, que provou
que o lado esquerdo é maior ou igual a 2eY ([Pintz]). Conjectura-se que
dn
hm sSup 7= = C
P llogpn)2
para alguma constante positiva C. Qutra conjectura famosa é que sempre h§
pelo menos um primo entre n? e (n + 1)2. Observamos que a primeira vez que
d,, > 1000 ocorre para p,, = 1693182318746371, quando d,, = 1132, o que foi
descoberto recentemente por T. Nicely e D. Nyman.

Ben Green e Terence Tao provaram recentemente em [GT] que existem
progressoes aritméticas arbitrariamente grandes formadas exclusivamente por
nimeros primos (veja [AMM] para um texto expositdrio sobre este teorema e
outros resultados relacionados). A maior progressdo aritmética conhecida for-
mada exclusivamente por niimeros primos é 468395662504823+205619-23#-k =
468395662504823 + 45872132836530 - k,0 < k < 23, que tem 24 termos e foi
descoberta em 2007 por Jaroslav Wroblewski.

Sierpinski provou que existem infinitos nimeros naturais impares k (os
chamados nimeros de Sierpinski) tais que k-2™+1 é composto para todo inteiro
positivo n e Riesel provou que existem infinitos nimeros naturais impares k (os
chamados nimeros de Riesel) tais que k- 2™ — 1 é composto para todo inteiro
positivo n. Conjectura-se que os menores valores de k com as propriedades
acima sfo respectivamente 78557 e 509203. H4 um projeto cooperativo, que
consiste em procurar primos grandes, para demonstrar estas conjecturas (veja
http://vamri.xray.ufl.edu/proths/).

Também existem infinitos naturais impares k que sdo simultaneamente
nimeros de Sierpinski e de Riesel, os chamados nimeros de Brier. O menor
nimero de Brier conhecido é 878503122374924101526292469. Veja
http://www.research.att.com/~njas/sequences/A076335e as paginas e re-
feréncias 14 mencionadas para mais informagoes.

O leitor interessado em aprender mais sobre problemas em aberto em teoria
dos niimeros pode consultar [Guy].

Nota: Durante a revisdo para a terceira edi¢do, em fevereiro de 2008, verifi-
camos que a pagina http://vamri.xray.ufl.edu/proths/ mencionada acima
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[SEC. 1.7: OUTROS RESULTADOS E CONJECTURAS SOBRE PRIMOS 27

parece inativa. Um sumdrio de varios projetos cooperativos para encontrar pri-
mos grandes pode ser encontrado em http://www.prothsearch.net/.
Projetos ativos que pretendem provar que 78557 e 509203 sdo os menores
nimeros de Sierpinski e Riesel podem ser encontrados respectivamente em
http://www.seventeenorbust.com/ e http://www.rieselsieve.com/.

O projeto Seventeen or Bust tem obtido resultados particularmente bons
nos dltimos anos. O fato de que 78557 é um ndmero de Sierpinski foi provado em
1962 por John Selfridge (veja o exercicio abaixo). Quando o projeto comegou,
em 2002, havia 17 ndmeros menores que 78557 sobre os quais ndo se sabia se
eram numeros de Sierpinski ou ndo: 4847, 5359, 10223, 19249, 21181, 22699,
24737, 27653, 28433, 33661, 44131, 46157, 54767, 55459, 65567, 67607 e 69109.

Desde entdo, os participantes do projeto encontraram os seguintes primos
(informamos apds cada primo o nome ou a equipe de seu descobridor):
46157-2598207 1 1 (S. Gibson), 65567-21013803 4 1 (J. Burt), 44131-2775972 11
(equipe deviced), 69109 - 21157446 11 (S. DiMichele) e 54767 - 21337287 1 (P.
Coels) em 2002, 5359 -25054502 1 1 (R. Sundquist) em 2003, 28433 -27830457 1 1
(equipe TeamPrimeRib), 27653 -27167433 1.1 (D. Gordon) e 4847 23321063 1 1
(R. Hassler) em 2005, 19249 213018586 1 (K. Agafonov) e 33661-27031232 1 1
(S. Sunde) em 2007. Sobraram portanto os 6 ntmeros 10223, 21181, 22699,
24737, 55459 e 67607. Veja http://www.seventeenorbust.com/ para mais
informagdes (em particular sobre como participar do projeto).

Exercicio: Prove que 78557 é um ndmero de Sierpinski, e que existem in-
finitos nimeros de Sierpinski a partir das congruéncias

78557-2° +1=0 (mod 3)

78557 -2 +1=0 (mod 5)
78557 -2 +1=0 (mod 7)
78557 -2'"" +1=0 (mod 13)
78557 -23 +1=78557-2% +1=0 (mod 73)
78557 -2 +1=0 (mod 19)
78557 -2 +1=0 (mod 37).
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Capitulo 2

Corpos finitos e
reciprocidade quadratica

Veremos neste capitulo alguns resultados de dlgebra e teoria dos niimeros
um pouco mais abstratos e avancados do que no capitulo 1. O leitor que con-
hecer um pouco de algebra terd mais facilidade em acompanhar mas tentamos
ser auto-contidos, pelo menos para o que é necessario para acompanhar o resto
do livro.

2.1 Corpos e polinémios

Um grupo é um conjunto G munido de uma operagao *: G x G = G e um
elemento e € G com as seguintes propriedades:

e para quaisquer a,b,c € G, ax (b*xc) = (a*b)*c.
e para qualquer a € G, axe=exa=aq,
e para qualquer a € G existe be Gcomaxb=bxa=e.
Se além disso tivermos a x b = b x a para quaisquer a,b € G dizemos que o

grupo é comutativo ou abeliano. Quando a operagdo * se chama + dizemos que
G é um grupo aditivo e chamamos o elemento neutro e de 0. Se a operagao se
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[SEC. 2.1: CORPOS E POLINOMIOS 29

chama - chamamos G de grupo multiplicativo e denotamos o elemento neutro
e por 1. Assim, Z/(n) é um grupo abeliano aditivo e (Z/(n))* é um grupo
abeliano multiplicativo.

Um anel comutativo com unidade é um grupo abeliano aditivo A munido
de uma segunda operacdo - : A x A — A satisfazendo a- (b-c) = (a-b) -,
a-(b+c)=(a-b)+(a-c), a-b = b-a para quaisquer a,b,c € A e um elemento
1€ Acom1-a=aparatodo a € A. Assim, Z/(n) é um anel comutativo com
unidade.

Um corpo é um anel comutativo com unidade onde para todo a € K com
a # O existe b € Kcom a-b = 1. Repetindo entdo, K é munido de duas
operagoes + : Kx K — Ke - : Kx K — K, de uma funcdo — : K —» K
e dois elementos especiais distintos chamados 0 e 1 satisfazendo as seguintes
propriedades:

a+(b+c)=(a+b)+c

a+0=a
a+(—a)=0
a+b=b+a
a(b+c)=ab+ac
a(bc) = (ab)c
al=a
ab =ba

e onde para todo a € K, a # 0 existe b € K com
ab=1.

Os exemplos mais conhecidos de corpos sdo @Q, R e C. Vimos no capitulo
anterior que Z/(p) também é um corpo se p é primo; veremos a seguir outros
exemplos de corpos finitos.

Dado um corpo K, definimos o anel comutativo com unidade K[x] como
sendo o conjunto das expressdes da forma P = ao + aix + azx? + - - - + anx™,
chamados de polinémios com coeficientes em K. Observe que x é um simbolo
formal e ndo um elemento de K; apesar disso, cada polindmio define uma funcéo
polinomial

P:K—=K

c— Plc) =ag+arc+axc?+---+ anc™
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30 [CAP. 2: CORPOS FINITOS E RECIPROCIDADE QUADRATICA

também chamada de P. A distin¢do entre um polinémio e uma funcdo polino-
mial é bem ilustrada pelo polindmio P = xP —x € (Z/(p))[x]: este polinémio é
ndo nulo pois seus coeficientes s&o ndo nulos mas para todo x € Z/(p) temos
P(x) = 0 pelo pequeno teorema de Fermat.

Se P =Y aix' e Q = Y bix! sdo polinémios definimos P+ Q = 5 (a; +
bi)xt e PQ = Y cix' onde cy = Y i1j— aibj. Definimos o grau degP de um
polinémio P = ag 4+ a1x + axx? + - -- + anx™ como sendo n se a, # 0 mas
am;m = 0 para m > n; definimos ainda o grau do polindémio 0 como sendo —oo.

Lema 2.1: Para quaisquer polinémios P e Q temos deg(PQ) = deg(P) +
deg(Q) e deg(P + Q) < max{deg(P), deg(Q)}-

Dem: Ficil. |

Observe que definimos —o0 < n e (—o0) + (—00) = —00 + N = —0o0 para
todo n. Temos uma forma de divisdo com resto em K[x].

Teorema 2.2: Sejam A,B € K[x], B # 0. Entdo existem tnicos polinémios
Q,ReK[x] com A =QB+R edegR < degB.

Dem: A demonstragédo é feita por indugédo no grau de A. Se deg(A) < deg(B),
tomamos Q =0, R = A. Caso contrério, sejam n e m os graus de A e B e sejam
a e b os coeficientes de mais alto grau destes polinomios. Podemos escrever
A = (a/b)x™ ™B + A1, com deg(Aq) < deg(A). Pela hipbtese de inducdo,
temos A1 = Q1B+ R, com deg(R) < deg(B). Fazendo Q = (a/b)+x"" ™+ Q;
temos A = QB + R. A unicidade segue facilmente do lema anterior. |

A demonstragdo acima nada mais é do que o algoritmo usual de divisdo
usual. Um polinémio P tem raiz a (i.e., P(a) = 0) se e somente se (x — a)|P.

Mais geralmente, P(a) é o resto da divisdo de P por x — a.

Proposigao 2.3: Um polinémio P ndo nulo de grau n tem no maximo n
raizes.

Dem: A demonstracédo é feita por indu¢do em n = deg(P); os casos n = 0

e n = 1 sdo triviais. Se P tivesse n + 1 raizes distintas aj,...,a,41 entdo P
seria miltiplo de (x — an41); P/(x— any1) teria grau n—1 e raizes ay,..., an,
contradizendo a hipétese de indugao. |
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[SEC. 2.1: CORPOS E POLINOMIOS 31

A partir da divisdo com resto podemos repetir muitas das construgoes
feitas para Z no capitulo anterior; dizemos que K[x] (assim como Z) é um
dominio euclidiano. Daremos um esboco desta teoria; estes resultados ndo
serao necessarios para acompanhar o resto do livro.

Definimos A|B se existe C com AC = B e dizemos que um polinémio P
de grau maior que n > 0 é irredutivel se seus divisores todos tém grau 0 ou n
(assim generalizando o conceito de nimero primo). O conceito de mdc também
se generaliza, como indicado na proposicdo abaixo.

Proposigao 2.4: Dados polinémios ndo nulos A, B € K[x] existe um tnico
D € KIx] (a menos de multiplica¢do por constante) tal que D|A, D|B e, para
todo C € Klx], se C|A e C|B entdo C|D. Além disso existem E,F € Z com
D = AE + BF.

Dem: Definimos I(A,B) = {AE + BF,E,F € K[x]} e tomamos D de grau
minimo dentre os elementos ndo nulos de I(A,B); o resto da demonstracgio é
analoga & da proposicdo 1.1. [ |

Polinémios irredutiveis sdo como ndmeros primos: um produto de polinémios
sé é multiplo de um polinémio irredutivel se um dos fatores o for.

Proposicao 2.5: Sejam P um polindémio irredutivel e sejam Aq,...An €
K[x]. Se P|(Ay---An) entdo P|A; para algum i, 1 <i<n.

Dem: Anéloga a do coroldrio 1.3. |
Temos também um teorema de fatoragdo tnica.

Teorema 2.6: Todo polinémio pode ser fatorado como um produto de
polinémios irredutiveis; esta fatoracdo é iinica a menos da ordem dos fatores.

Dem: Andloga a do teorema fundamental da aritmética, usando a proposi¢ao
acima e fazendo indug¢do no grau do polinémio. |

Os exemplos mais evidentes de polinémios irredutiveis sdo os da forma x—a,
a € K. Quando estes sdo os tinicos polinémios irredutiveis dizemos que o corpo
é algebricamente fechado. Polindmios de grau 2 e 3 sdo irredutiveis se e somente
se ndo tém raizes.

O pequeno teorema de Fermat também admite uma formulagio em termos
de polindmios.

Teorema 2.7: Seja p primo; em (Z/(p))[x] temos

xP—x=x(x—1)(x—2)---(x—(p—1)).
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32 [CAP. 2: CORPOS FINITOS E RECIPROCIDADE QUADRATICA

Dem: Os dois polindmios dos dois lados da equagdo tém grau p e o coeficiente
de xP é 1 nos dois casos. Assim, a diferenca tem grau menor do que p mas se
anula em p pontos: 0, 1, ...p — 1. Pelo coroldrio anterior, esta diferenca deve
ser o polindmio zero. |

A partir do teorema acima temos uma nova prova do teorema de Wilson:
xP T —1=x-1x=2)---(x—(p—1)) em (Z/(p))[x], mas o coeficiente
independente é —1 do lado esquerdo e (p — 1)! do lado direito.

Podemos definir congruéncias em K[x]:
A=B (modP) & P|(B—A).

As propriedades bésicas de congruéncias podem ser traduzidas para este novo
contexto e podemos definir um quociente K[x]/(P) da mesma forma como defin-
imos Z/(n); demonstra-se que K[x]/(P) é um corpo exatamente quando P é
irredutivel.

Prometemos que veriamos outros exemplos de corpos finitos além de Z/(p):
o paragrafo acima ensina que podemos construir tais corpos como (Z/(p))x]/(P)
onde P € (Z/(p))[x] é irredutivel. Por exemplo, o polinémio x% 4+ x + 1 é irre-
dutivel em (Z/(2))[x] o que nos permite construir um corpo de 4 elementos: 0,
1, xex+1. As operacdes em Z/(2) e a relacdo x> = x + 1 definem as operacdes
neste corpo (denotamos x + 1 por x'):

0
0
0
0
0

De fato existem em (Z/(p))[x] polinémios irredutiveis de qualquer grau e
todo corpo finito pode ser construido desta forma. Enunciaremos sem demon-
stracdo um teorema que classifica os corpos finitos.

X1 X

Teorema 2.8: Existe um corpo finito com q elementos se e somente se
é da forma p™ para algum primo p e algum inteiro positivo n. Além disso,
dados dois corpos finitos K1 e K2 com o mesmo nimero de elementos existe
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[SEC. 2.2: ORDENS E RAIZES PRIMITIVAS 33

uma unica bijecdo f : Ky — K3 com f(a+b) = f(a) + f(b) e f(ab) = f(a)f(b)
para quaisquer a,b € K.

Uma bije¢do como a descrita acima é chamada de isomorfismo e dois corpos
sdo ditos isomorfos se existe entre eles um isomorfismo; a idéia é que corpos
isomorfos sdo iguais a menos dos nomes dos elementos. Veremos mais tarde
outras formas mais concretas de construir corpos finitos.

2.2 Ordens e raizes primitivas

Dados n,a € Z com n > 0 e (a,n) = 1, definimos a ordem de a médulo
n, denotada por ord, a, como sendo o menor inteiro positivo t com at = 1
(mod n). Analogamente, se K for um corpo finito e a € K, a # 0, definimos a
ordem de a em K, denotada por ordg a, como sendo o menor inteiro positivo t
com a® =1 € K; temos ord;, a = ordz /() a.

Claramente a® = a® (mod n) se e somente se e = e’ (mod ordy a); pelo
teorema de Euler, ord,, al@(n).

Dizemos que a é uma raiz primitiva médulo n se ord, a = @(n). Analoga-
mente, dizemos que a é uma raiz primitiva em K se ordx a = q—1, onde q = [K|
é o niimero de elementos de K. Por exemplo, 2 é raiz primitiva médulo 5 mas 2
néo é raiz primitiva médulo 7 (22 =1 (mod 7)). Também é f4cil verificar que
ndo existe raiz primitiva médulo 8 pois se x é impar entdo x> = 1 (mod 8).
Podemos também dizer que a é raiz primitiva se a funcéo

Z/(en)) = (Z/(n))*
r—a’

ou

Z/(q—1) = K*
r—=a’

é injetora. Como o dominio e contradominio sdo conjuntos finitos com o mesmo

nimero de elementos, a funcio é injetora se e somente se ela é sobrejetora.
Podemos assim dizer que a é uma raiz primitiva médulo n se e somente se para
todo b € (Z/(n))* (ou para todo b € K*) existe r com a" = b.

Um corolario desta caracterizacdo de raizes primitivas é que se a é raiz

primitiva médulo n e m|n entdo a é raiz primitiva médulo m. O objetivo
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34 [CAP. 2: CORPOS FINITOS E RECIPROCIDADE QUADRATICA

da préxima secdo é caracterizar os valores de n para os quais existe uma raiz
primitiva médulo n. Nesta secdo mostraremos que todo corpo finito admite raiz
primitiva; em particular existe raiz primitiva médulo p para qualquer primo p.

Precisamos primeiro de uma versdo do pequeno teorema de Fermat para
corpos finitos:

Teorema 2.9: Se K é um corpo finito e q = [K| entdo a9 — a = 0 para todo
a € K.

Dem: Se a =0 o teorema vale; vamos supor a partir de agora a # 0. Sejam
b1,...bgq_1 08 elementos ndo nulos de K. Os elementos aby,...abq_1 slo todos
ndo nulos e distintos, logo sdo os prdprios b1,...bq_1, apenas permutados.
Assim

by -bz---bg_1 = (abq)(abz)---(abg_1)
:aqﬂ(b1 +ba--bg_1)

ead ' =1. [

Segue deste teorema que ordg alq — 1, analogamente ao que ji sabiamos
para Z/(n). A partir do que vimos sobre polinémios temos também que

x9—x=x(x—b1) - (x —bg_1)
em K[x].
Teorema 2.10: Se K é um corpo finito entdo existe raiz primitiva em K.

Dem: Seja d um divisor de q—1: definimos N(d) como o nimero de elementos
de K* de ordem d. Claramente Zd‘qq N(d)=q—1.

Se N(d) > 0, seja aqg um elemento de K com ordgx ag = d: os elementos
1,aq, a%i, ...a%"" s30 raizes do polinémio x4 — 1 = 0. Como este polindémio
tem no maximo d raizes, estas sdo todas as raizes. Assim, os elementos de K de
ordem d s3o precisamente afj, v € (Z/(d))*. Assim os nicos valores possiveis
para N(d) sdo 0 e @(d). Mas como Zd\qq N(d) = Zdqu] @(d) =q-—1,
temos N(d) = @(d) para todo d|q — 1. Em particular N(q — 1) > 0 e existem
rafzes primitivas. n
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Apesar de existirem raizes primitivas mdédulo p para todo primo p néo
existe uma férmula simples para obter uma raiz primitiva. Por outro lado,
conjectura-se que todo inteiro que ndo é um quadrado é raiz primitiva para
infinitos valores de p (conjectura de Artin).

Corolario 2.11: Dados x € K* e um inteiro positivo k existe y € K* com
yk = x se e somente se x(4—1)/mde(k,a=1) — 1 opnde q = K|.

Dem: Se x = y* entdo x(9-1)/mde(k,a=1) — (ya—T)k/mde(k,a=1) — | poig
y9~! = 1. Suponha agora que x(4—1)/mde(k,a=1) — 1 Sejam a uma raiz
primitiva de K e v € Z com x = a’. Temos (a")(a—1)/mde(k,a=1) — 1 {onde
mdc(k,q— 1) | r e portanto existem inteiros u,v com ku+ (q —1)v = r. Assim
x =a" = ata-1v = (gu)k. (q9-1)V = y* onde y = a™. [ |

2.3 Raizes primitivas em Z/(n)

Nesta secao caracterizaremos os inteiros n para os quais existe raiz primitiva
mddulo n.

Lema 2.12: Sejam p um nimero primo e a € Z uma raiz primitiva médulo
p. Entdo a ou a’' = a + p é raiz primitiva médulo p2.

Dem: Pelo binémio de Newton, a’? = (a 4+ p)P = aP (mod p?). Sem perda
de generalidade, podemos supor a? # a (mod p?) ou aP~! # 1 (mod p?),
donde ord,2 a #Zp —1. Comop —1 = ord, a|ord,z a | o(p?) =pl(p—1) isto
implica em ordyz a =p(p —1). |

Lema 2.13: Sep é um nimero primo impar e a é raiz primitiva médulo p?
entdo a é raiz primitiva médulo p* para todo k > 2, k € Z.

Dem: Temos a?~' =1 (mod p), mas a?~' # 1 (mod p?), donde aP~!
14 bop com by # 0 (mod p). Vamos mostrar por inducdo que a? P~ =
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36 [CAP. 2: CORPOS FINITOS E RECIPROCIDADE QUADRATICA

1+ b;p’*! com bj = by (mod p). Podemos escrever
T p—1) _ (apj(vfﬂ)v
= (1+Dbp*1)P

=1+pbjp '+ (g) bipP T2 4 4 DI PPITP

aP

2
=1+bjp'*?

=1+b;(1+ (‘p) b,-pj + .- .b)?’*1p(p—1)i+p—2)pi+z

com bjy1 = b; (mod p) pois o paréntesis na peniltima linha é da forma 1+
um multiplo de p. Esta dltima afirmacgao segue da positividade dos expoentes
de p exceto no caso j = 0; neste caso o expoente do primeiro termo nao trivial

é zero mas temos (5) = 0 (mod p) pois p > 2 (é neste ponto que precisamos

da hipétese de p ser impar). O lema segue de a(P—1p* # 1 (mod p*) por

indugdo, pois teremos (p—1)p*~2 = ord k-1 a | ordyx a| @(p*) = (p—1)p*~',
donde ord,x a = (p — 1)p*~. [ |
Lema 2.14: Sejan > 1. O niimero de solugbes para a congruéncia x> = 1

(mod n) é:

a) 1sen=2,

(
(b) 2sen =4,

)
)
(c) 4sen =2% k> 2,
(d) 2sen =pX, p um primo impar,
)

() 2™t gen =2Fp7' ---pém ondei=0sek<1,i=1sek=2ei=2se
k> 2.

Dem: Os itens (a) e (b) sdo verificdveis diretamente. As quatro solu¢des no
item (c) sdo 1, 2% 1 —1,2k=1 11 e 2% — 1. De fato, é facil verificar que estes
quatro valores sdo solugdes da congruéncia. Por outro lado, para que a seja
solucdo da congruéncia devemos ter 2%|(a+1)(a—1) = a?—1; portanto a deve
ser impar. Um dentre a — 1 e a + 1 deve ser da forma 2b, b impar. Assim
o outro deve ser miltiplo de 251, o que diz que a deve ter um dos quatro
valores acima. Analogamente para o item (d), apenas um dentre a —1e a+1
é maltiplo de p, o que sé permite as solugdes 1 e n — 1.
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Para o item (e) usamos os itens anteriores e o teorema chinés dos restos:
a é solucdo da congruéncia acima se e somente se a satisfaz a? = 1 (mod 2¥)
ea? =1 (mod p;') para cada i. Assim, o nimero de solugdes médulo n é
o produto do ntimero de solugdes médulo 2%, p{', ..., p&m, o que nos d4 a
férmula do item (e). [ ]

Teorema 2.15: Um inteiro n > 1 admite raiz primitiva se e somente se
n=2,n=4oun é da forma p* ou 2p*, onde p é um primo impar, admite
raiz primitiva.

Dem: Oscasosn =2en =4 podem ser verificados diretamente. A existéncia
de uma raiz primitiva médulo p* (p um primo fmpar) segue dos dois primeiros
lemas desta secio. Para o caso 2pX, seja a uma raiz primitiva médulo p*:
a ou a + p¥, aquele que for fmpar, serd uma raiz primitiva médulo 2p* pois
@(2p%) = @(p*).

Se n ndo for de uma destas formas, o lema anterior garante que a con-
gruéncia x> = 1 (mod n) admite mais de duas solucdes. Por outro lado, a
existéncia de uma raiz primitiva a médulo n garante que a congruéncia x> = 1
(mod n) s6 tem as solucoes 1 e n—1. De fato, qualquer solucido pode ser escrita
da forma a* para algum k e nossa congruéncia torna-se a** = 1 (mod n) ou
2k = 0 (mod @(n)), que s6 tem as solugdes k = 0 (a* = 1) e k = (p(n))/2
(a*=n—1 (mod n)).

Outra demonstracdo, sem usar o lema anterior, consiste em observar que
se n ndo for de uma destas duas formas entdo n = niny, com ny,ny > 3 e
mdc(ng,ny) = 1. Temos entdo a®™/2 =1 (mod n) para todo a inteiro com
mdc(a,n) =1, pois (n1) [ (n)/2 e ¢(nz) | @(n)/2. L

2.4 A lei da reciprocidade quadratica

A lei de Gauss de reciprocidade quadratica afirma que se p e g sdo primos
hé uma relacio direta entre p ser quadrado mddulo g e g ser quadrado mdédulo
p. Este teorema fornece um répido algoritmo para determinar se a é quadrado
modulo p onde a é um inteiro e p um nimero primo.
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Definicao 2.16: Seja p um primo e a um inteiro. Definimos o simbolo de
Lagrange (%) por

a 0 se p divide a
(—) =< —1 se a ndo é quadrado médulo p
1 septaea équadrado médulo p.

Proposigao 2.17: Seja p um primo impar e a € Z tal que p 1 a. Entéo

(9) =’ (mod p).

p
Dem: Sabemos que se p { a entdo aP~' = 1 (mod p), ou seja, XP~! —
1 tem como raizes 1,2,...,p — 1 em Z/(p). Por outro lado, XP~' —1 =

(X¥ - 1)(X¥ +1). Se existe b € Z tal que a = b? (mod p) entdo a7 =

bP~! = 1 (mod p); ou seja, (%) =1=a’> (modp). Como X2 = Y2

(mod p) & X = +Y (mod p), h4 pelo menos 251 quadrados em (Z/(p))*, logo
2

os quadrados sdo exatamente as raizes de X7 —1em Z /(p), donde os nio
quadrados sdo exatamente as raizes de XEt 4 1, ou seja, se (%) = —1 entdo
b = 1 (mod p). ]
Corolario 2.18: Se p é primo impar entéo (%]) = (fl)p_z_].

Vamos agora reinterpretar a Proposicdo 1. Sejaa € (Z/(p))*. Paracadaj =

-1 . e
1,2,..., 55— escrevemos a-j como g;m; com g5 € {—1,1}em; € {1,2,..., 55}
Se mi # m; temos a-1 = a-j ou a-i = —a-j; a primeira possibilidade
implica i = j e a segunda é impossivel. Assim, se i # j temos m; # m; donde
—1 .
{m1,m2,...,mpzu}:{1,2,...,p7}. Assim

£1€2 EDZI mi, ma, yMp 1
- .2...p1
1.2 5
=¢€1€2--€p 1 (mod p) (2.1)
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[SEC. 2.4: A LEI DA RECIPROCIDADE QUADRATICA 39
donde (%) = €1€2...€p 1, pois ambos pertencem a {—1,1}. Assim, (%) =
(—=1)™ onde m é o nimero de elementos j de {1,2,..., %4} tais que g5 = —1.

Como primeira conseqiiéncia deste fato temos o seguinte resultado.

Proposigao 2.19: Se p é um primo impar entio

2 “’2871 1, sep ==+1 (mod 8),
-1, sep =43 (mod 8).

Dem: Sep =1 (mod4), digamos p = 4k + 1, temos % = 2k. Como

1ngg%parajgke%<2j§‘p—1parak+1§j§2k,tem0s

a, o )L sep=1 (mod 8),
(1_))_( R _{], sep=5 (mod 8).

Se p =3 (mod 4), digamos p = 4k+ 3, temos % =2k+1. Paral <j <k
temos 1 < 2j < % eparak+1<j<2k+1 temos % <2j <p-—1, donde

(

o qyk+1 )1, sep=3 (mod 8),
)=(-1) —{]’

a
5 sep=7 (mod 8).

Teorema 2.20: (Lei de reciprocidade quadratica) Sejam p e q primos impares.

Entdo (2) = (—1)-D(a-1)/4(4),

Dem: Na notagado acima, com a = g, para cada j € P, onde
P :{]vz)"-)(p_l)/z})

temos que ¢; = —1 se e s6 se existe y € Z tal que —(p—1)/2 < qj —py < 0.
Tal y deve pertencer a Q, onde

Q={1,2,...,(q—1)/2}.

Assim, temos que (%) =(—1)™ onde m = [X| e

X={xy)lePxQ[—-(p—1)/2 < gx—py <0};
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40 [CAP. 2: CORPOS FINITOS E RECIPROCIDADE QUADRATICA

note que gx — py nunca assume o valor 0. Analogamente, (%) = (—1)", onde
=[Y|e
Y={xy)ePxQ[0<agx—py <(q—1)/2}.
%) = (—1)* onde k =m +n = |Z onde
W EPXQI—(p—1)/2<gx—py < (q—1)/2}
pois gx —py nunca assume o valor 0. Temos k = |C|—|A|—|Blonde C =P x Q,
A={xy)eClax—py <—(p—-1)/2}
B={(x,y)e Clax—py > (q—1)/2}

Como |C| = (p — 1)(q — 1)/4, basta mostrar que |/A| = |[B]. Masf: C — C
definida por f(x,y) = (((p+1)/2)—x,((q+1)/2) —y) define uma bijecdo entre
A e B. |

Dai segue que (% (
={(x

2.5 Extensoes quadraticas de corpos finitos

Sejam p primo e d um inteiro que ndo seja quadrado perfeito. O anel
(Z/(p))[Vd] é o conjunto

{a+bVd, a,b€eZ/(p)}

onde
bvd) = (a+d)+ (b +b)Vd
bvd) = (ad + dbb) + (ab + db)vd.
Por definicéo, ~ ~

a+bvVd=a+bv/d& a=ab=b.
Como grupo aditivo, (Z/(p) VAl =7Z/(p) x Z/(p). Vamos investigar a estru-
tura multiplicativa de (Z/(p))[v/d]. Observemos inicialmente que, se d é um
quadrado médulo p entdo (Z/(p))[v/d] ndo pode ser um corpo, pois se a2 = d
em Z/(p) entdo (a++v/d)(a—+vd) =0em (Z/(p))[vd]. A préxima proposicio
é uma reciproca deste fato:

Proposigao 2.21: Se (%) = —1 entdo (Z/(p ))[\/a] é um corpo.

Dem: De fato, se (a,b) # (0,0), (a +bvd)"' = (a — bv/d)/(a? — db?).
Temos que a® —db? € (Z/(p))*, pois d nio é quadrado mod p, logo, se b # 0,
a? — db? = 0, que equivale a d = (a/b)? seria uma contradicio e, se b = 0,
a? —db? = a? #0 pois (a,b) #(0,0) = a #0 = a? #0. [ ]

“mersenne”
2008/3/25
page 40

D



Capitulo 3

Primos de Mersenne e
testes de primalidade

Virias férmulas j4 foram propostas para gerar nimeros primos arbitraria-
mente grandes: Fermat, por exemplo, conjecturou que todo nimero da forma
22" 41 fosse primo, o que foi desmentido por Euler (22° 41 é composto). Ape-
sar dos esforgos, ndo se conhece nenhuma férmula simples para gerar primos
arbitrariamente grandes, e a maioria dos matematicos acredita que ndo existe
uma férmula deste tipo.

Existem entretanto algumas férmulas que geram familias interessantes de
primos. A férmula deste tipo que mais nos interessa é M,, = 2P —1, os chamados
nimeros de Mersenne. Quando M,, é primo, dizemos que M, é um primo de
Mersenne. Parte da razdo pela qual nimeros desta forma sdo interessantes é
que apesar de M, nem sempre ser primo é relativamente facil testar para um
dado expoente p, mesmo bastante grande, se M, é primo ou composto. Em
grande parte por este motivo os seis maiores primos conhecidos hoje sdo primos
de Mersenne e ao longo da histéria o maior primo conhecido quase sempre foi
um primo de Mersenne(ver tabelas).

A Secdo 3.1 é profundamente afetada pela descoberta do algoritmo de
Agrawal-Kayal-Saxena. Optamos por manter a forma original da se¢io (in-
clusive com algumas frases que se tornaram obsoletas) e acrescentamos a ela
um breve apéndice tratando destes resultados recentes.
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42 [CAP. 3: PRIMOS DE MERSENNE E TESTES DE PRIMALIDADE

3.1 Foérmulas para primos e testes de primali-
dade

Mencionamos na introdugdo deste capitulo que ndo se conhece nenhuma
férmula simples para gerar primos arbitrariamente grandes. Uma palavra im-
precisa mas importante nesta frase é “simples”. Existem férmulas que geram
nimeros primos, mas que sdo tdo complicadas que ndo ajudam muito nem a
gerar nimeros primos explicitamente nem a responder perguntas tedricas sobre
a distribuicdo dos primos. Um exemplo de férmula para p;,, 0 n-ésimo primo,

7

€

d‘Pnfl

onde P,_1 =p1p2---Pn_1; deixamos a demonstragdo a cargo do leitor. Outra
féormula é

P = [1027¢] — 102" "[102" '¢],

onde

— Pn
c= Z T2~ — 0.0203000500000007 . ... .
n=1

A inutilidade desta ltima férmula vem do fato que para calcular ¢ devemos
encontrar todos os primos; a férmula se tornaria mais interessante se existisse
outra interpretacdo para o nimero real ¢, o que parece muito improvavel. Por
outro lado, exite um niimero real a > 1 tal que [a®" | é sempre primo.

Um tipo de férmula para primos, de certa forma mais intrigante, sdo polino-
mios de coeficientes inteiros em S varidveis com a seguinte propriedade quase
mégica: a intersecio da imagem de NS com N é exatamente o conjunto dos
nimeros primos. Note que se tomarmos um ponto de N° “ao acaso”, o valor
do polinémio neste ponto quase certamente serd negativo; assim, é dificil usar
o polinémio para gerar primos. A titulo de curiosidade, vejamos um exemplo
de polindémio com estas propriedades; aqui N = 26, o valor do polindémio é P,
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[SEC. 3.1: FORMULAS PARA PRIMOS E TESTES DE PRIMALIDADE 43
as varigveis chamam-se a,b, ...,z e A,B,..., N sdo expressoes auxiliares:
P=(k+2)(1-A2-B?-C?—---—N?),

A=wz+h+j—q,
B=(gk+2g+k+1)(h+j)+h—z
C=16(k+13k+2)(n+1)7+1—1,
D=2n+p+q+z—e,
E=e’(e+2)(a+1)2+1-07
F=(a?—Ty?+1-%%
G =16r*y*(a? —1)+1—-u?,
H=((a+u?(u?—a))? —1)(n+4dy)? +1— (x + cu)?,
I=(a’?-N*+1-m?
J=ai+k+1-1-1
K=n+1+4+v—y,
L=p+la—n—1)+ban+2a—n?—-2n—-2) —m,
M=q+yla—p—1)+s(2ap+2a—p*—2p—2) —x,
N=z+plla—p)+t2ap —p?—1)—pm.
Algumas observagOes simples: a dnica forma de P ser positivo é se A = B =
-+ =N = 0; neste caso seu valor serd k + 2. Vemos assim que para produzir
um numero primo P com este polinémio devemos antes de mais nada tomar
k = P — 2. As expressbes auxiliares viram equagdes: como A = 0 temos
q =wz+h+j. Assim, dado k para o qual k+ 2 é primo, precisamos procurar

valores para as outras letras que satisfacam estas equacoes. Estes valores de
certa forma encodificam uma demonstragdo de que P =k + 2 é primo.

Uma questao relacionada com a de gerar nimeros primos é a de testar se
um determinado nimero é primo. Existe um algoritmo bastante simples para
testar se qualquer inteiro positivo n é primo: calcule o resto da divisdo de n
por cada inteiro m com 2 < m < y/n. Se o resto for 0 em algum caso entdo
n é composto e encontramos um divisor; se isto nunca ocorrer, n é primo. O
inconveniente deste algoritmo é que ele é muito lento: mesmo para um inteiro
de 200 algarismos, terfamos que fazer aproximadamente 10'°° divisdes o que
nio sé estd fora do alcance da tecnologia atual mas fora do alcance de qualquer
tecnologia plausivel de acordo com o que se conhece de fisica !.

1 Bem, esta frase parecia verdadeira ha uns dez anos atras mas hoje suspeita-se que alguns
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Alguns teoremas de teoria dos nimeros podem ser usados para testar a
primalidade de um inteiro positivo n. Pelo teorema de Wilson, por exemplo,
podemos testar a primalidade de n calculando (n — 1)! mod n; infelizmente,
esta conta parece ser tao dificil de efetuar quanto a busca de divisores pelo
algoritmo anterior. Observe que dizemos apenas que a conta parece dificil:
nao estd excluida a possibilidade de alguém inventar um algoritmo rapido para
calcular (n —1)! mod n.

Uma idéia mais bem sucedida é a de usar o pequeno teorema de Fermat:
tomamos a, 1 < a < m, e calculamos a™~' mod n. Se n for primo teremos
a™ ' =1 (mod n); qualquer outro resultado indica que n é composto mesmo
sem termos encontrado um fator de n. Observe que para calcular a™ ! mod n
ndo precisamos calcular a - a---a, n — 1 vezes. Podemos fazer esta conta
com menos de 4log, n operagdes envolvendo inteiros menores do que n?: se
n—1=3 ,.;_nbi2", N = [log,(n —1)], entdo definimos
Zi

Pk = aZogi<kbN7k+i mod n

e temos po = 1, pn = a™ ! mod n, e podemos calcular py1 a partir de pi
com uma, operacao de elevar ao quadrado, tomar o resto da divisao por n,
possivelmente multiplicar por a e novamente tomar o resto da divisdo por n.

Se a™ ! =1 (mod n), por outro lado, ndo demonstramos que n é primo; se
n for composto satisfazendo a™ ' =1 (mod n) dizemos que n é um pseudop-
rimo na base a. Pseudoprimos existem mas sdo raros (ver (Cipolla]): o menor
pseudoprimo na base 2 é 341 = 11 - 31 e existem apenas 21.853 pseudoprimos
na base 2 menores do que 2,5-10'° (contra 1.091.987.405 primos). Pomerance
(melhorando um resultado anterior de Erdés) provou que se Pty (x) é o nimero
de pseudoprimos até x na base a temos

log x log log log x
Prig(x) < x-e 2loglogx

aspectos da fisica quintica possam ser explorados para colocar um computador especial em
um estado de superposicao em que ele faz varias contas diferentes em paralelo. Desta forma
seria possivel ndo apenas testar primalidade rapidamente mas até fatorar rapidamente inteiros
muito grandes. Alguns computadores quanticos (é assim que sdo chamadas estas maquinas)
extremamente rudimentares (com uns poucos ¢-bits de memdria) j4 foram construidos mas
nao se sabe com certeza se é realmente possivel construir computadores quanticos capazes, por
exemplo, de fatorar rapidamente inteiros grandes; se isto for possivel, o impacto cientifico e
tecnolégico serd imenso. Por outro lado, ndo se sabe exatamente quais tarefas seriam rapidas
para um computador quantico; suspeita-se que alguns problemas, como o de verificar se um
grafo pode ser pintado com trés cores de modo que ndo haja vértices adjacentes de mesma
cor, seriam dificeis mesmo para este novo tipo de equipamento.
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para x suficientemente grande. A proposi¢do abaixo exibe uma familia infinita
de pseudoprimos na base a (para qualquer a > 1 dado); assim a simples veri-
ficacdo a™' =1 (mod n) ndo demonstra a primalidade de n.

Proposigao 3.1: Sejaa > 1 e p primo, p > 2. Entéo

a??—1 a?P—1 aP+1
a2—1 a-1 a+1

n—=

é um pseudoprimo na base a.

Dem: Pelo pequeno Teorema de Fermat,

abP—1 _ aP+1

= =1 (mod
a—1  a+1 (mod p)
e verifica-se facilmente que estes nimeros s&o impares, donde n = 1 (mod 2p),
ou n = 2kp + 1 para k inteiro. Assim, como a’? = 1 (mod n) temos a™ =
aZkrtl — (g2P)k. g = a (mod n). ]

Uma idéia natural é a de testar varios valores de a. Claramente, se (a,n) >
1, teremos a™ ' # 1 (mod n); entretanto, se n for um produto de uns poucos
primos grandes os valores de a para os quais (a,n) > 1 sdo raros e se for-
mos obrigados a encontrar um tal valor de a teremos feito muito pouco pro-
gresso em relacdo aos primeiros algoritmos. Alids, uma vez encontrado a com
(a,n) > 1 é ficil encontrar (a,n) pelo algoritmo de Euclides, o que nos da
uma fatoracdo (parcial) de n. E um fato interessante que existam alguns raros
nidmeros compostos N, chamados niimeros de Carmichael, com a propriedade
quese0<a<mne(amn)=1entdo a” ' =1 (mod n). Foi até demonstrado
recentemente por Alford, Granville e Pomerance que se CN(x) é o nimero de
numeros de Carmichael menores do que x entio

CN(x) > x?/7

para x suficientemente grande, o que implica na existéncia de infinitos niimeros
de Carmichael. H3 apenas 2163 nimeros de Carmichael menores do que 2,5 -
10'0 e os primeiros sdo 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841,
29341, 41041, 46657, 52633, 62745, 63973 e 75361 2.

Podemos refinar o conceito de pseudoprimo para definir pseudoprimos fortes
na base a. Para definir quando n é um pseudoprimo forte na base a inicialmente

2Veja ftp://ftp.dpmms.cam.ac.uk/pub/Carmichael para a lista dos nilimeros de
Carmichael menores do que 10'°.
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escrevemos n—1 = 2%.b, com b fmpar. Se n > 2 é primo deve existir um menor
valor de j para o qual (a®)? =1 (mod n) (observe que por Fermat (a?)2* = 1
(mod n)). Se j = 0 isto significa que a® = 1 (mod n); caso contrdrio temos
(ab)ZFI = —1 (mod n) ji que —1 é o tnico valor de x diferente de 1 (médulo
n) para o qual x> = 1 (mod p). Assim, dizemos que n composto fmpar é
um pseudoprimo forte na base a se ou a® = 1 (mod n) ou existe j’ < k

i 7
] .

com (a?)? = —1 (mod n). Claramente todo pseudoprimo forte na base a

é um pseudoprimo na base a mas pseudoprimos fortes sdo mais raros do que

pseudoprimos.

Observe que se n for pseudoprimo base a mas n&o pseudoprimo forte base
a, entdo o teste acima ndo apenas demonstra que n é composto mas produz
uma fatoracio parcial de n. De fato, seja ¢ = (a®)? '; temos c — 1 Z 0
(modn),c+1#0 (mod n)mas (c—1)(c+1)=c?—1=0 (mod n). Assim,
n=(n,c—1)(n,c+1).

Existem infinitos pseudoprimos fortes em qualquer base a > 1: Pomerance
provou que, se SP7ty(x) é o nimero de pseudoprimos fortes na base a menores

ou iguais a x entao
5/4

SPmg(x) > ellogx)
para todo x suficientemente grande (ver [Pomerance]). N3o existem “ndmeros
de Carmichael fortes”: para todo nimero composto impar n existe 0 < a<n
com (a,n) = 1 e tal que n ndo é um pseudoprimo forte na base a. Melhor
ainda, os valores de a que servem de testemunha para a ndo-primalidade de n
sdo sempre relativamente freqiientes, como vemos na, proposi¢do abaixo.

Proposicao 3.2: Sejan > 1, n composto impar. Entdo o nimero de inteiros
a, 0 < a < n, para os quais n é um pseudoprimo na base a é menor do que
n/2.

Dem: Sejan =pj' ...pSr a fatoracdo completa de n. Pelo Teorema chinés
dos restos e pela existéncia de raizes primitivas médulo p;*, podemos escrever
G=(Z/M)*=Z/@(p7")®---®L/@(psy). Se escrevamos @(pi') =25 - by,
com b; fmpar, podemos também escrever G = G, @ Go, onde G> =Z/(2%) @
--®Z/(2%") e G, tem ordem fmpar. Néo é dificil ver que n é um pseudoprimo
forte na base a se e somente se a ordem das componentes de a® em cada
componente Z/(2%) é a mesma (onde n —1 = 2 -b com b {mpar). Mas
dada uma ordem (digamos, a ordem de a® em Z/(2%)) o nimero de elementos
de Z/(2*2) com aquela ordem prescrita é no miximo a metade da ordem do
grupo. |
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Na verdade pode-se demonstrar um resultado mais forte (quase certamente
o melhor possivel):

Teorema 3.3: Sejan > 1, n composto impar. Entdo o nimero de inteiros a,
0 < a < n, para os quais n é um pseudoprimo na base a é menor do que n/4.

A demonstracdo deste teorema serd omitida; o leitor pode considerar isto
como um exercicio. O caso em que N tem trés ou mais fatores primos distintos
pode ser tratado como na demonstragdo da proposicdo.

O teorema acima serve de base para os testes de primalidade probabilisticos.
Dado n, tomamos N valores de a ao acaso no intervalo 1 < a < n e verifi-
camos para cada a se n passa no teste de primalidade na base a. Se n for
fmpar composto, a probabilidade de que um dado a acuse a nao-primalidade
de a é maior do que 3/4 (pelo teorema); assim, a probabilidade de que 1 es-
cape a N testes é menor do que 4 N. Mesmo para valores moderados de N
podemos dizer, se n passar no teste, que n é provavelmente primo. Este tipo
de teste é extremamente dtil em aplicagdes (como em criptografia) onde é im-
portante criar primos relativamente grandes mas néo existe a preocupagdo com
demonstragdes ou com perfeicdo absoluta. Nosso ponto de vista neste livro, en-
tretanto, é o de um matemadtico: queremos ndo apenas um teste probabilistico
mas uma demonstracdo da primalidade de n. Para isto nosso teste ndo parece
tdo bom: para demonstrarmos que n é primo ainda somos obrigados a testar
aproximadamente n/4 valores de a, o que é lento demais.

Existe uma variacdo do conceito de pseudoprimalidade forte. Suponhamos
quen—1=p*-b, ptb. Seja a um inteiro, 0 < a < n. O pequeno teorema de
Fermat diz que se n é primo devemos ter (ab)pk =1 (mod n). Suponhamos
que isto ocorra: nosso teste refinado consiste em considerar o Gltimo termo nédo
congruo a 1 médulo n da seqiiéncia a®, (a®)?, (a®)P”, ..., (a®)P": chamemos
este termo de c¢ (se ocorrer a® = 1 (mod n) ndo podemos aplicar o teste).
Temos claramente c®P —1 = (¢cP T +---+c+1)(c—1) =0 (modn)ec—1#0
(mod n); se n for primo devemos obrigatoriamente ter ¢cP~! +---+c+1=0
(mod n). Em outras palavras, se c? ' +---4+c+1# 0 (mod n) sabemos que n
é composto. Assim como no caso de pseudoprimos fortes, se n for pseudoprimo
na base a mas falhar este teste para algum primo p acabamos de obter uma
fatoracdo paran: n= (n,c —1)(n,cP T 4+ +c+1).

Ja enunciamos a hipétese de Riemann no capitulo 1. Existe uma gener-
alizacdo importante da hipétese de Riemann, chamada hipétese de Riemann
generalizada. Uma descri¢do precisa do enunciado da hipdtese de Riemann
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generalizada estd fora dos nossos objetivos mas ela tem conseqiiéncias muito
importantes para testes de primalidade.

Teorema 3.4: (Teste de Miller) Se a hipdtese de Riemann generalizada é
verdadeira entao para todo n impar composto existe a < 2(logn)? tal que n
ndo é um pseudoprimo forte na base a.

Nao daremos a demonstracdo do teorema acima; o leitor interessado deve
consultar [Bach].

Uma demonstragao da hipétese de Riemann generalizada implicaria assim
na existéncia de um teste de primalidade rapido e geral: ndo é dificil verificar
que o tempo necessirio para verificar primalidade de n pelo teste de Miller é
limitado superiormente por um polinémio em log n. Existe um outro algoritmo,
bem mais sofisticado, devido a Adleman, Pomerance e Rumely, que demonstra
(sem a necessidade de invocar conjecturas como a hipdtese de Riemann) a
primalidade de um primo n em um tempo limitado por (logn)cloglogloe™ pary
uma certa constante positiva c.

Existem muitos valores de n para os quais é possivel demonstrar primalidade
em um tempo muito menor do que pelo teste de Miller. Veremos duas grandes
classes de testes especiais: quando conhecemos uma fatoracdo (pelo menos
parcial) para n — 1 e quando conhecemos uma fatoracio (também pelo menos
parcial) para n + 1.

Apéndice: O algoritmo de Agrawal-Kayal-Saxena:

Em agosto de 2002 os mateméticos indianos Manindra Agrawal, Neeraj
Kayal e Nitin Saxena surpreenderam a comunidade matematica ao anunciar um
algoritmo polinomial e deterministico muito simples para testar a primalidade
de um ndmero arbitrario.
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O algoritmo é o seguinte:

Entrada: um inteiro n > 1.
1. Se (n = a® para a,b € Ne b > 1), retorna COMPOSTO.
2. Encontre o menor r tal que ord,n > 4log2 n.
3. Se 1 < mdc(a,n) < n para algum a < r, retorna COMPOSTO.
4. Se n < r, retorna PRIMO.
5. Para a =1 até |2\/@(r)logn| faca
se ((X4+a)™ # X" +a(mod X"—1,n)), retorna COMPOSTO;
6. Retorna PRIMO;

O artigo dos autores ([AKS])), j4 incorporando alguns melhoramentos sugeri-
dos por outros especialistas na area, apresenta uma demonstracio elementar de
que o algoritmo funciona (e gasta um tempo total limitado por um polinémio
em logn). N&o repetiremos essa prova aqui, limitando-nos a apresentar um
importante resultado relacionado, que motiva o algoritmo. Veja também [Co]
para uma exposicao sobre o assunto.

Proposigao: Sejam a,n inteiros positivos com n > 1 e mdc(a,n) = 1. Entéo
(X4 a)™ = X" 4+ a(mod n) se e somente se n é primo.

Observe que no enunciado acima (e no algoritmo) a congruéncia é entre
polinémios.

Dem: Se n é primo, (X + a)™ = X™ + a segue do pequeno teorema de Fermat
e do fato de que () é multiplo de n para todo m com 0 < m < n, quando
n é primo (veja a Proposicdo 3.17). Por outro lato, se n é composto e q é um
primo que divide n, entdo o coeficiente de X9 no desenvolvimento de (X + a)™
é (2) -a™ 9, que ndo é mdltiplo de n: de fato, se q* é a maior poténcia de q
que divide 1 entdo a maior poténcia de q que divide (2) é gk, [ |

Essa proposi¢do fornece um algoritmo para testar primalidade, o qual en-
tretanto é muito ineficiente, pois o grau de (X 4+ a)™ é muito alto. O que o
algoritmo de [AKS] faz é testar a congruéncia da proposi¢do médulo X" —1 para
um certo valor de r (determinado pelo algoritmo) e para uma certa quantidade
de valores de a. A validade dessas congruéncias ji é suficiente para garantir
que n é primo.
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3.2 Testes baseados em fatoracoes de n — 1

Proposigao 3.5: Sejan > 1. Se para cada fator primo q de n — 1 existe
n—1 —

um inteiro aq tal que ag” =1 (mod n) e ag“*”/q # 1 (mod n) entdon é

primo.

Dem: Seja g*¢ a maior poténcia de q que divide n — 1. A ordem de aq
em (Z/(n))* é um multiplo de g*¢, donde ¢(n) é um mdltiplo de . Como
isto vale para todo fator primo g de n— 1, @(n) é um miltiploden—1en é

primo. |
Proposigao 3.6: (Pocklington) Sen —1 = q*R onde q é primo e existe um
inteiro a tal que a™ ' =1 (mod n) emdc(a(™1/9—1 n) =1 entdo qualquer

fator primo de n é congruo a 1 médulo g*.

Dem: Se p é um fator primo de n entdo a™ ' = 1 (mod p) e p ndo divide

am=1/4 _ 1, donde ordp a, a ordem de a médulo p, divide n — 1 mas ndo
divide (n —1)/q. Assim, q*|ord, alp — 1, donde p = 1 (mod q)*. [ |
Corolario 3.7: Sen —1 =FR, com F > R e para todo fator primo q de F
existe a > 1 tal que a™ ' =1 (mod n) emdc(a™ /9 —1 n) =1 entdon é
primo.

Dem: Seja q um fator primo de F e g* a maior poténcia de q que divide F;
pela proposi¢do anterior, todo fator primo de n deve ser congruo a 1 médulo
g®. Como isto vale para qualquer fator primo de F, segue que qualquer fator
primo de n deve ser congruo a 1 médulo F. Como F > /1, isto implica que n
é primo. |

De fato, basta conhecer um conjunto de fatores primos cujo produto seja
maior do que (n—1)1/3 para, usando o resultado de Pocklington, tentar demon-
strar a primalidade de n (o0 que deixamos como exercicio). Os seguintes critérios
classicos sao conseqiiéncias diretas das proposicoes acima.

Fermat conjecturou que todo nimero da forma F,, = 22" + 1 fosse primo e
verificou a conjectura para n < 4. Observe que 2™ 4+ 1 (e em geral a™ + 1 com
a > 2) ndo é primo se n ndo é uma poténcia de 2: se p é um fator primo {mpar
de n, podemos escrever a™+1 =bP+1 = (b+1)(bP ' —=bP 24...4b%2—b+1)
onde b = a™?. Euler mostraria mais tarde que Fs ndo é primo (temos Fs =
4294967297 = 641-6700417) e ja se demonstrou que F,, é composto para vérios
outros valores de n; nenhum outro primo da forma F,, = 22" + 1 é conhecido,
mas se conhecem muitos primos (alguns bastante grandes) da forma a?" + 1,
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que sdo conhecidos como primos de Fermat generalizados. O teste a seguir
mostra como testar eficientemente a primalidade de F,,.

Corolério 3.8: (Teste de Pépin) Seja F,, = 22" +1; F,, é primo se e somente
se 3(F"1/2 = —1 (mod Fp).

Dem: Se 3(fn=1/2 = _1 (mod F,,) entdo a primalidade de F,, segue da
Proposicdo 3.5. Por outro lado, se F,, é primo entdo 3(Fn—1/2 = (%) =
(5) = (2) =1 (mod Fy). .
Corolirio 3.9: (Teorema de Proth; 1878) Sejan = h-2% +1 com 2% > h.
Entdo n é primo se e somente se existe um inteiro a com a(™ /2 = —1
(mod m).

Dem: Se n é primo, podemos tomar a qualquer com (;) = —1; ou seja,
metade dos inteiros entre 1 e n — 1 serve como a. A reciproca segue da
Proposi¢do 3.7 com F = 2, [ |

Corolério 3.10: Sen =h-q*+1 com q primo e g > h. Entdon é primo se e
somente se existe um inteiro a com a™ ' =1 (mod n) emdc(a™1/d—-1 n) =
1.

Dem: Se n é primo, podemos tomar a qualquer que nfo seja da forma x9
mdédulo n; ou seja, uma proporc¢io de (q — 1)/q dentre inteiros entre 1 e n — 1
serve como a. A reciproca segue da Proposicio 3.7 com F = g¥. |

Uma expressiva maioria entre os 100 maiores primos conhecidos estdo nas
condicoes do teorema de Proth (ver tabelas). Isto se deve ao fato de primos
desta forma serem freqiientes (mais freqiientes do que, por exemplo, primos
de Mersenne) e que sua primalidade é facilmente demonstrada usando este
resultado.

3.3 Primos de Mersenne

Lembramos que um nimero de Mersenne é um nimero da forma M, =
2P —1. Vejamos primeiramente que 2P — 1 s tem chance de ser primo quando
p é primo.

Proposicao 3.11: Se 2™ — 1 é primo entdo n é primo.

Dem: Sen=abcoma,b>2entiol <2¢—1<2"—1e2"—1=200_1=
(29 —1=1°—-1=0 (mod 2¢* — 1) e 2™ — 1 é composto. [ |
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52 [CAP. 3: PRIMOS DE MERSENNE E TESTES DE PRIMALIDADE

Por outro lado, ndo se sabe demonstrar nem que existam infinitos primos
de Mersenne nem que existem infinitos primos p para os quais M,, é composto.
Conjectura-se, entretanto, que existam infinitos primos p para os quais My, é
primo e que, se P € 0 n-ésimo primo deste tipo, temos

I
0<A<%<B<+oo

para constantes A e B. Existem algumas conjecturas mais precisas quanto ao

valor de
lim {/pn;

n—oo

Eberhart conjectura que este limite exista e seja igual a 3/2; Wagstaff por outro
lado conjectura que o limite seja

2°77 ~1,4757613971

onde y é a ji mencionada constante de Euler-Mascheroni.

Primos de Mersenne sdo interessantes também por causa de nimeros per-
feitos. Dado n € N*, definimos

on) = Z d,

dn

a soma dos divisores (positivos) de n. Pelo teorema fundamental da aritmética
demonstramos facilmente que se

n=py'p3*---por,
com py <pz < -+ < Ppm entdo

on)=(+p1+---+p7") - (T+pm+---+p3")

I B el
p1—1 Pm—1

Em particular, se (a,b) = 1 entdo o(ab) = o(a)o(b). Um inteiro positivo n
é dito perfeito se o(n) = 2n; os primeiros nimeros perfeitos sdo 6, 28 e 496.
Nosso préximo resultado caracteriza os nimeros perfeitos pares.

Proposicgao 3.12: Se M,, é um primo de Mersenne entdo 2°P~'M,, é perfeito.
Além disso, todo nimero perfeito par é da forma 2°~'M,, para algum primo
P, sendo My, um primo de Mersenne.
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Dem: Se M, é primo entdo
o(2P"'M,) = (2P — 1)(M, +1)=2-2P""M,,.

Por outro lado seja n = 2¥b, com k > 0 e b fmpar, um nimero perfeito par.
Temos o(n) = 2n = o(2%)o(b) donde 2¥*+'b = (2¥*1 —1)g(b). Como (2¢+! —
1)2%H b e (281 —1,2K+T) =1, temos (2! —1)b, donde b = (2%*+1 —1) -1,
para um certo nimero impar I. Caso I > 1, teremos

omn) = (2" —1No(b) > (2T —1)- (1+1+Db) =

=2%FTp 4 (2T DI —b 4+ 28T — 1 = 2K Tp 42K+ — 1 5 2K+ Tp = 2n,

absurdo. Assim b = 2¥t1 — 1 ¢ (2" — 1)o(b) = o(n) = 2n = 2k+1p =
(21 —1)(b+1), donde o(b) = (b+1), e portanto b é primo. Pela proposicio
3.9,p=k+1éprimo,b=M, en=2"""T™M,. |

Por outro lado, um dos problemas em aberto mais antigos da matematica é
o da existéncia de nimeros perfeitos impares. Sabe-se apenas que um nimero
perfeito impar, se existir, deve ser muito grande (mais de 300 algarismos) e
satisfazer simultaneamente varias condic¢oes complicadas.

Conjectura 3.13: Nao existe nenhum numero perfeito impar.

Nosso préximo resultado é o critério de Lucas-Lehmer, a base dos algoritmos
que testam para grandes valores de p se 2P — 1 é ou néo primo:

Teorema 3.14: Seja S a seqiiéncia definida por So = 4, Sy1 = SZ — 2 para
todo natural k. Sejamn > 2; M,, = 2™ — 1 é primo se e somente se S;, 2 é
multiplo de M,,.

Dem: Observemos inicialmente que
Sn=02+V3)2 +(2-V3)*

para todo natural n. A demonstracio por indugio é simples: claramente So =
4=2+V3) +(2-V3)¥ e

Si1 =522
(243" +(2-V3)2" ) -2
(24+V3)P)P2+2-2+V3)* - (2—V3)* +(2—-V3)* ) -2
(2+\/§)2k+1 n (2_\/§)Zk+l .

I
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Suponha por absurdo que My|(2+v3)2" " + (2—v3)2" " e que My, seja
composto, com um fator primo q com q2 < M,. Teremos (2 +3)2" ~ +
(2— \/5)2117Z =0 (mod q) donde, no grupo multiplicativo G = (Z/(q)[v/3])*,
temos (2+v/3)2" " = —(2—v/3)2"*. Como 2—V/3 = (2++/3)7, esta equacio
pode ser reescrita como (2 +1/3)%" =1 (ainda em G), o que significa que
a ordem de 2 + /3 em G é exatamente 2™. Isto é um absurdo, pois o nimero
de elementos de G é no maximo g% — 1 < 2™. Fica portanto demonstrado que
se Sp—2 é multiplo de M., entdo M, é primo.

Suponha agora M, primo, n > 2. Lembramos que n é um primo impar.
3 Ma

Por reciprocidade quadréatica temos (M_n) =—(3*)=-1,pois3=M,, = 1
(mod 4) e My =1 (mod 3). Assim, 3 ndo é um quadrado em Z/(M;) e K =
Z/(Mp)[\/g} é um corpo de ordem M2. Queremos provar que (2 + Vv3)%" gee
(2— \/5)2117Z = 0 (mod M)y, ou seja, que é igual a 0 em K. Isto equivale a
demonstrarmos que temos (2 + v/3)%" P = —(2—-+3)*" * em K, o que pode
ser reescrito como (2 4 v/3)%" - —1; devemos portanto provar que a ordem
de 2 + /3 é exatamente 2™. Note que 2™ = My + 1 donde (2 +/3)2" =
(2+V3M 2+ V3) = (@M +v3 )2+ V3) = (2 +3"F VB2 +V3) =
(2+ (§=-)V3)(2—V3) = (2= V3)(2 + V3) = 1; assim é claro que a ordem de

2 4+ +/3 é um divisor de 2".

Como K* tem M2 —1 = 2n*+1(2n=1 — 1) elementos, devemos provar que
2+ /3 nio é uma quarta poténcia em K. Note que (2 ++/3)2" = 1 demonstra
que 2++/3 é um quadrado, o que aligs pode ser visto mais diretamente: 2++/3 =
(14++/3)2/2 e 2 = 271 = 241 & yma quarta poténcia em K. Resta-nos
assim demonstrar que % (14+/3) néo sio quadrados em K. Suponha por absurdo
que €(1 4+ v3) = (a+bv3)2, com € = +1; temos (1 —v/3) = (a — by/3)?
e, multiplicando, —2 = (a? — 3b?)2, o que significa que —2 é um quadrado
mdédulo My, (pois a e b sdo inteiros). Isto, entretanto, é claramente falso:
(Ajl—i) = (A;_L)(Min) =—1-1=—1, pois My; =3 (mod 4) e ji vimos que 2 é
um quadrado médulo My,. Isto conclui a demonstracéo. |

Mesmo quando My, ndo é primo, podemos garantir que seus fatores primos
serdo de certas formas especiais. Isto é muito til quando procuramos pri-
mos de Mersenne pois podemos eliminar alguns expoentes encontrando fatores
primos de M,,. Isto também pode ser 1til para conjecturarmos quanto a “prob-
abilidade” de M, ser primo, ou, mais precisamente, quanto a distribui¢do dos
primos de Mersenne.
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Proposicao 3.15: Sejam p > 2 e q primos com q um divisor de M,,. Entio
gq=1 (modp) eq==+1 (mod 8).

Dem: Se q divide My, entdo 2P =1 (mod q), o que significa que a ordem de
2 médulo q é p (pois p é primo). Isto significa que p é um divisor de q — 1,
ou seja, que g = 1 (mod p). Por outro lado, 2 = 2P*1 = (2(°+1)/2)2 (mod q),
donde (%) =1, o que significa que q = +1 (mod 8). [ |

Os vérios valores de p para os quais a primalidade de M,, foi testada sugerem
que para a ampla maioria dos valores de p, M, ndo é primo. Isto é apenas
uma conjectura: nao se sabe demonstrar sequer que existem infinitos primos p
para os quais My seja composto. Vamos agora ver uma proposicdo que serve
para garantir que para certos valores especiais de p, alguns muito grandes, M,
nao € primo.

Proposigao 3.16: Seja p primo, p = 3 (mod 4). Entdo 2p + 1 é primo se e
somente se 2p + 1 divide M.

Dem: Se q é primo entdo M, =2P —1 =2(a-1/2 1 = (%) —1 (mod q).
Mas p = 3 (mod 4) significa que q = 7 (mod 8), donde (%) = 1. Assim,
My =0 (mod q), o que demonstra uma das implicacdes da proposicéo.

Por outro lado, se 2p + 1 ndo é primo tem fatores primos r com r # 1
(mod p) (pois r < p). Se 2p + 1 dividisse My, T seria um fator primo de M,
contrariando a proposic¢io anterior. |

Os primos p para os quais 2p +1 é primo sdo chamados de primos de Sophie
Germain. Alguns primos de Sophie Germain bastante grandes sdo conhecidos,
como po = 48047305725 - 2172403 _ 1 assim, pela proposi¢io anterior, My,
é composto. Sabe-se também que se msg(x) denota o nimero de primos de
Sophie Germain menores do que x entdo existe C tal que para todo x

X
TCSG(X) < Cm

Acredita-se que 7gg (x) seja assintético a cx/(logx)? para algum ¢ > 0 mas no
se sabe demonstrar sequer que existem infinitos primos de Sophie Germain.
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3.4 Testes baseados em fatoracoes de n + 1

Suponha dados inteiros n > 1, P e Q tais que D = P2 — 4Q néo é um
quadrado médulo n. Seja
a7P+¢5

2
raiz da equacdo X2 —PX+Q =0. E facil provar por inducdo que

o Vo + Unvd
o 2

para todo natural m onde U, e Vy, sdo definidos recursivamente por

Up =0, U =1, U2 =PUmi1 — QUp,
VO = 2) Vi= P, Vm+2 = Pvm+1 - va-
Se
__P-VD
=72
é a segunda raiz da equacio X? — PX + Q = 0, podemos também escrever
(XTTL _ am
Uy = ———, Vin=a™+am,
m \/ﬁ m
como se demonstra facilmente por indugdo. Segue destas férmulas que
PU, +V DU, + PV,
un+1 = TL2 n‘ VTL+1 = nz L

Uy = umvmv VZm = Vrzn - sz

Estas férmulas nos permitem calcular U, e V;; médulo n em Clog m operagoes
(para alguma constante positiva C): escrevemos m = ) ;_; _p @i2", definimos

i
my = E aitN-k2
0<i<k

e calculamos sucessivamente Uy, , Vi, o+, Umy Vi o5 Umpy = U,
Vinm = Ve

Lembramos que vimos no capitulo anterior que se p > 2 é primo e d néo é
um quadrado médulo p entdo K = (Z/(p))[v/d] é um corpo com p? elementos.
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Proposicao 3.17: Sen é primo e D ndo é um quadrado médulo n entao
o™ =% em K = (Z/(n))[vD].

Dem: Suponhamos que n seja primo. Em K temos a identidade (X +Y)™ =
X™ + Y™ ela segue do bindmio de Newton e do fato que

ny\ n!
(m) - m!(n—m)!

é multiplo de n se 0 < m < n. Aplicando esta identidade a « temos

" pr+DMV/2y/D P-vD

= a’
2n 2
pois P =P (mod n), 2" =2 (mod n) e D(™1/2 = 1 (mod n). [ |
Analogamente, se n é primo, temos X" = « em K. Assim, ainda em K,
o™t = g1 = a&. Segue da férmula para U, que Unyq = 0 (mod n).
Proclamamos este resultado como uma proposicao:
Proposicao 3.18: Sen é primo impar, (%) = —1 e as seqiiéncias U, e Vi,
sao definidas pelas recorréncias
Uy = 0, u, = ], um+2 = Pum+1 — Qumy
Vo =2, V=P, Vint2 =PVii1—QVi.
entdo Uy, 11 =0 (mod n).
Dem: Acima. |

Esta proposi¢do nos dd mais um algoritmo para testar a primalidade de n.
Proposigao 3.19: Sen # 2 é primo, n{ Q, n{D e D é quadrado médulo n
entdo U,,_71 =0 (mod n).

Dem: No anel K = Z/(n)[vD], 2 é invertivel, assim como D e v/D. Em K
temos, portanto,
. P"+D"TVD P+vD
04 - = = X
AL 2

donde ™! = 1 em K (pois « é invertivel em K: de fato, «@ = Q, que é
invertivel em K). Do mesmo modo, &' =1 em K e portanto temos, em K,

n—1 _an71) _ 0,

1
Uy = ﬁ(a

ou seja, U1 =0 (mod n). [ |
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Em suma, se n # 2 é primo, n { Q, n 4 D entdo U, (o) é muiltiplo de
n, o que se deve ao fato de o™ ser igual a @™ se m = n — (%) no anel
K = Z/(n)[vD]. Observemos agora que se a™ = &™ em K entéo existe um
inteiro 7 tal que
a™ =&" +nrvD

. am_x™m . ~ .
pois =5 € Z. Vamos usar este fato para mostrar por indugdo o seguinte

resultado.

Proposicao 3.20: Se n # 2 é primo, ntQ en{D entdo, para todo natural
k>1, Uy« 1 é miltiplo de n¥, onde m =n — (2).

., . ~ k1 . k1
Dem: Vamos supor, por hipétese de indugdo, que a™™ =am™" +

n*r VD, 1 € Z. Elevando os dois lados da equacio & n-ésima poténcia temos

k

k 1 k
™ — (am-n + nkrk\/ﬁ)“ —amn 4 le+11“k+1 \/5
onde 1,1 pertence a Z[vD] por um lado, e por outro n**!
um inteiro, o que implica que T, 1 € QN Z[v/D], e portanto é inteiro, o que
conclui a prova da afirmacdo, que equivale ao enunciado. |

Tk4+1 = Um,nk é

Proposig¢ao 3.21: Sejam v > 1 com mdc(r,Q) = 1, e (Ux) uma seqiiéncia
de Lucas (com Uy =0, U; =1 e Ugyz2 = PUg1 — QUy). Se A, ={k € N* |
Uy é multiplo de 1} é nao vazio entdo existe a € N* tal que v | Uy se e somente
se a | k. Tal a serd denotado por ord, U.

Dem: Observemos inicialmente que para todo m,n € N, n # 0 temos
Umin = UpnUny1 — QUm—1U,, . De fato, considerando m fixo e n varidvel,
os dois lados da igualdade satisfazem a mesma recorréncia de segunda ordem
Xx42 = PXy41—QXk , Vk € N, e temos, paran =0, U0 = U -U1—QU 1
Uy (pois Uy =TelUp=0),e,param=1, U171 = Uy - Uz — QU1 - Uy
(pois U =P, Uy =1e Upny1 = PUy — QUpn 1), 0 que implica a igualdade
para todo n € N.

Como conseqiiéncia, se v | Up e 7| U,, entdo v | Uyyrn - Por outro lado,
ser|Uger|Us, com{ < s entdo, como (fazendo m ={, n=s—{) Us =
UeUs g7 —QUg U ¢ temos que T divide QU _1Ug ¢ , mas mdc(Q,r)=1Te
mdc(Ug_1,Uy) divide Q*~" (o que pode ser facilmente provado por indugio a
partir de Ugy1 = PU; — QU,—1), donde mdc(r, Ug—1) também é igual a 1, logo
T|Us_g . Assim, mneA, =>m+neA,,el,secA, ,I<s=>s—LeEA,,
o que implica que A, é da forma descrita, com a = min A, (de fato, se existe
k € A, que nao seja mdltiplo de a, existiriam b e ¢ naturais com k = ab +c,
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O0<c<amaske€ A, e comoa€A,,abeA,,logoc=k—ab pertenceria
a A, , contradizendo a definicdo de a. |

Teorema 3.22: Sgja n > 1 um inteiro impar. Se existe um inteiro d primo
com n tal que para todo fator primo r de n + 1 existem P, Q™) e m("
inteiros com mde(m(™ n) =1 e DM = (P2 —4Q = d(m(™)? (mod n)

tais que a seqiiéncia de Lucas associada (U{:)) satisfaz uﬁfL =0 (modn) e

U& Z 0 (mod n) entdo n é primo.

Dem: Sejan+1=r{"ry?...7* a fatoracdo prima de n + 1. As hipdteses
implicam que T divide ord, U(™) para i = 1,2,...,k. Por outro lado, se

n = E?‘EQZ 4B g a fatoracdo prima de n, segue da Proposicdo 3.20 que
ordef.j U divide 2][3"_1 £ — (%)) (A hip6tese ¢ t Q(mi) & satisfeita. De fato,

como mdc(n, d) = 1, £ ndo divide D(™) e, se £; dividisse Q (™), £ nio dividiria

P(*) e terfamos Ug” = (P("))k=1 (mod &) paratodo k > 1, e {; nio dividiria
(1)
n+1

se M = mmc{@?"_](fj — (%)), 1 <j < d} temos que €f’i divide U;&‘], para,

1<j<d 1<1i<k. Issoimplica que n = ﬂ?‘ .. .28 divide U.s\:l” para
1 <1<k, e portanto ¥ ord,, U")|M para 1 < i < k, donde n + 1 divide M.
Temos agora duas possibilidades:

U{:‘] para nenhum k > 1, contradizendo o fato de n dividir U 7). Assim,

(i) s = 1. Nesse caso temos que n + 1 dividle M = 2?‘ (4 — (%)) o que é
absurdo se (%) = 1, pois teriamos M < E?‘ =n, e se (ﬁ) = —1 temos que

E?‘ + 1 divide 2?‘ (61 +1), o que implica B1 = 1, ou seja, n é primo.

(ii) s > 2. Nesse caso

M = mmc{ff’jil (& — (d/4;))}
= 2mme{t]’ " (4 — (d/85))/2, 1<j<s}

<2TTeP " - (a/4:))/2)
j=1

S
4 +1
<2 )
i=1
que é sempre menor que n (pois 2 - % . % < 1) e portanto é um absurdo que
n + 1 divida M. [ ]
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A seguinte proposicédo, devida a Morrison, é andloga ao resultado de Pock-
lington:

Proposigao 3.23: Seja N > 1 um inteiro impar e N +1 = FR. Se existe
um inteiro d primo com N tal que para todo fator primo r de F existe uma
seqiiéncia de Lucas Uif ) associada a inteiros P Q™ e um inteiro m™ primo
com N e D" = (P2 —4Q(™ = d(m™)? (mod N) tal que N | Ug]ﬂ e

mdc(U& ,N) =1 entdo cada fator primo £ de N satisfaz { = (%) (mod F).

Dem: SeF=1{"15*...7%* é a fatoracio prima de F entdo ordny U™) | N+1
para 1 <1< k. Se £ é um fator primo de N, também temos orde U(™) | N 4 1.
Como mdc(N,U@) = 1 segue que { 1 U@ , donde ord, U(™) ¢ @ , €

portanto Tt divide; ord, U para 1 < i< k. IPor outro lado, ord, U(™) divide
0—(9), donde r{* divide {—(§) para1 <i < k = Fdivide {—(§) = (= (9)
(mod F). [ |

Corolario 3.24: Nas condi¢des da proposicao, se F > R entdo N é primo.

Dem: Qualquer fator primo de N deve ser congruente a 1 ou a —1 médulo
F, mas, se N é composto, deve ter um fator primo menor ou igual & sua raiz
quadrada, que deve, pois, ser igual a F—1. Como F > /N +1, F2 -1 > N,
logo FNT1 < F+ 1, donde o outro fator primo de N também deve ser igual a
F—1, e terfamos N = (F—1)2 = N +1 = F2 — 2F + 2, que s6 seria miltiplo de
F se F fosse igual a 2, e F — 1 igual a 1, absurdo. |

Proposigao 3.25: Seja n > 1 um inteiro impar. Se para todo fator primo
T de n + 1 existem P, Q) inteiros com mde(D™,n) = 1 onde D(") =

(P2 -4Q M) tais que a seqiiéncia de Lucas associada (Ll,&rj ) satisfaz Uffl] =0

(mod n) e mdc(U&,n) =1 entao n é primo.

Dem: Seja £ um fator primo de n. Para cada fator primo r de n 4+ 1 temos

que U:}r] =0 (mod {) e U& Z 0 (mod £). Assim, se v*" é a maior poténcia

de r que divide n+ 1, entdo r* divide £ — (%), como acima. Em particular,
1% divide £2—1 = (£—1)(£+1), donde n+1 divide £2 —1. Assim, £>—1>n+1
donde £ > \/n, o0 que implica na primalidade de n pois n ndo tem nenhum fator
primo menor ou igual & sua raiz quadrada. ]
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Vamos agora dar outra prova do critério de Lucas-Lehmer usando os resul-
tados anteriores.

Dem: A seqiiéncia de Lucas associada a P =2, Q = —2, é dada pela férmula
Ux = 21?((1 +v/3)% — (1 —v/3)¥). Temos (1 ++3)k = % + U3, onde
Vi = (1 +v3)% + (1 —v/3)%. Além disso, Uy, = U Vi para todo k € N.

Para r > 1 temos

Vo= (14V3)2 +(1-V3)? = (4+2v3)> ' +(4-2v3)>
=27 2+ VA T2V =2 sy
(onde So =4, Siny1 = 8%1—2, YmeN). Sen>2e My =2"—1divide Sy_>

entdo My, divide Vyn-1, logo também divide Um, +1 = Uzn = Uyn- 1V2n 1, €,
como Um,,; = Uzn—1, e VE—12UZ = 4(—2), segue que V2, , —12U3
Musr

n—1 « e 7. e 7e . 7 n—1
2277 +2 e se M, dividisse Um dividiria também 22" *2  absurdo.
I 7 n nz+1 ’ Y

Assim, pelo Teorema 3.22, M,, é primo.

on 1 =

Por outro lado, se M,, é primo, como D = 12, (,\L—Zn) = (Min) = —(%) =1,
logo M, divide Upm_ +1 = Uzn, e, como

V2. =V + 2(—2)2“*‘ = Ve

2
—V2n+4 2 —V2n+4(M ) V2n+4 (mOd Mn_),

n

pois 2 = 21 = (2°7)2 (mod M a) (4 sabemos que n deve ser um primo
fmpar). Temos Van = (14+v/3)%" +(1-v/3)2" = (14+v/3)MnHt1 4 (1-/3)Mnt1,
que éigual a (1—+/3) 1+\/_ 1+\/_ 1— \/_ —4 em K = Z/(M)[V3] (p01s

(Min) —1) donde V3,_, = Van +4 =0 (mod My) e portanto Mn [ Von 1=

n 2 . .« . . ~
22" 7S, 5. Assim, M,, divide Sn_2, o que conclui nossa nova demonstracio
do critério de Lucas-Lehmer. [ |

Se N é um primo fmpar e d néo é quadrado médulo N, entdo K = Z/(N)[/d]
é um corpo finito com N2 elementos e portanto existem inteiros a e b tais que
X = a + bv/d é uma raiz primitiva de K. Sejam X = a — bvd e, para m € N,
U = (x™—%X™)/2bv/d. Temos Up =0, Us =T e Uypi2 = 2allpmy1 — (a? —
db2)U,, para todo m € N. Temos ainda b # 0 em K, sendo x pertenceria a
7Z/(M) C K e ordk x dividiria N — 1. Assim, b e v/d séo invertiveis em K e,
se P = 2a, Q = a? — db? entdo D = P2 — 4Q = 4db? satisfaz (%) = -1
Pela proposicao 3.18, U1 = 0 (mod N). Por outro lado, se m é menor que
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N + 1, caso N divida U,, terfamos x™ = X™ em K, donde terfamos em K,
(X/x)™ = 1. Pela proposicio 3.17, X = xN, logo x(N=1™ — 1, absurdo, pois
ordg x =N2—1=(N—=1)(N+1) > (N —1)m. Isto fornece reciprocas para os
resultados desta secdo.



Capitulo 4

Aspectos computacionais

No capitulo anterior demonstramos virios critérios de primalidade, Neste
capitulo faremos véarias consideragbes quanto ao valor pratico deste critério,
sendo nosso objetivo dar uma idéia geral do funcionamento dos programas que
encontraram os maiores numeros primos conhecidos. Ao invés de tentarmos
acompanhar as fontes da ltima versdo do programa, optaremos inicialmente
por nos colocarmos na posi¢ao de um programador ou matemético um pouco
ingénuo que acaba de aprender que existe este critério e resolveu colocé-lo em
préatica; veremos assim programas simples que de fato implementam o teste
mas nas nossas primeiras tentativas teremos um sucesso bastante relativo. Ao
chegarmos ao final do capitulo, entretanto, esperamos ter discutido os princi-
pais aspectos matematicos de uma boa implementacao do teste. Veremos que
uma das nossas principais preocupagdes serd a de saber multiplicar inteiros
rapidamente e os melhores algoritmos para esta tarefa estdo baseados na trans-
formada de Fourier discreta. A parte deste capitulo referente a este tema estd
fortemente baseada no livro de M. Clausen e U. Baum, Fast Fourier Transforms
(ICBY)).

Nossos programas sdo escritos em C e foram testados em um Pentium-Linux,
com o compilador gcc. Os programas que apresentaremos sdo pedagdgicos e
ilustrativos, muito aquém do ideal principalmente em termos de velocidade.
Todos os programas podem ser obtidos pela rede; os de nossa autoria estdo em
http://www.mat.puc-rio.br/~nicolau/publ/papers/mersenne.tar.gz.
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4.1 Primeiras tentativas

Uma primeira tentativa poderia ser:

Ao tentarmos executar o programa, vimos que ele corretamente disse que
M3 = 3, M3 =7 e M5 = 31 sdo primos mas incorretamente disse que M7y = 127
é composto! O que aconteceu? Ao mandarmos o programa imprimir os valores
de Sy, vimos 4, 14,194,37634, 1416317954, —264425470, —1443577854, . .. e fica
evidente que algo estd muito errado. De fato, o que os computadores chamam
de int é um elemento de Z/(2N) para algum valor de N; no nosso caso, N = 32.
Como S,, cresce muito répido, em poucos passos ultrapassamos o limite de 2N
e os valores de s calculados passam a estar errados.

A solucdo para o problema é fazer todas as contas modulo M, j& que
s6 precisamos saber no final se S,_, é ou ndo miltiplo de M,,. Uma versao
levemente melhorada do nosso programa, seria 112. c; esta versdo do programa
agora verifica corretamente que My = 3, M3 = 7, Ms = 31, My = 127 sdo
primos, que My = 2047 = 23 - 89 é composto e que M3 = 8191 é primo
mas afirma incorretamente que M7 = 131071 é composto. O que ocorre é
que apesar de M17 ainda ser bem menor do que 232, o limite de tamanho de
ints, em contas intermedidrias elevamos nimeros na faixa de 0 a 131070 ao
quadrado, e isto nos joga fora da margem de bom funcionamento de ints.

4.2 Alguns programas usando a biblioteca gmp

Isto deve convencer ao leitor que nunca iremos muito longe enquanto nio
nos livrarmos de limites tao baixos sobre tamanhos de inteiros. Uma idéia se-
ria usar uma biblioteca para inteiros de precisdo arbitraria, como gmp (GNU
MultiPrecision, cujas fontes podem ser obtidas em www.gnu.org) ou giantint
(fontes em http://www.perfsci.com/free/giantint). Uma explicagdo de
como funcionam estas bibliotecas esta fora dos nossos objetivos; o leitor inter-
essado deve consultar sua documentagdo. Basta-nos notar que elas permitem
usar um tipo de varidvel novo, chamado mpz_t no gmp e giant no giantint,
que funciona como um inteiro (e ndo um elemento de Z/(N) para algum valor
fixo de N) sem limitagbes de tamanho exceto as impostas pela memdria do com-
putador. Note que para testar se M, é primo pelo critério de Lucas-Lehmer,
teremos que fazer comtas modulo M, ; um nimero médulo My, ocupa p bits de
memdria e, levando em conta que talvez precisemos guardar alguns resultados
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intermedidrios, podemos estimar que a memdéria necesséria se p é aproximada-
mente igual a 10 milhoes deve ser de uns 10 MBytes, o que ndo é muito para os
padrdes atuais. Note por outro lado que se tentdssemos calcular S,_» (e ndo
Sp—2 modulo M,,) isto excederia em muito a memdria de qualquer computador.

Vejamos um programa simples que implementa o teste de Lucas-Lehmer
usando a biblioteca gmp:

Bem, este programa finalmente funciona! Ele verifica corretamente se M,,
é primo ou composto mesmo para valores altos de p. Por exemplo, testamos
com ele a primalidade de M 11213 usando um Pentium 166-Linux, e a resposta
certa veio apds pouco menos de 6 minutos. Mas se é verdade que este programa
estd correto, ele pode ser tornado bem mais rapido. As contas no computador
sdo feitas na base 2 mas a redugdo médulo M,, é feita sem levar em conta o
fato de que M,, tem uma expansdo na base 2 tdo simples. O programa 114.c
é uma pequena modificacdo do anterior que explora estes fatos. Aproveitamos
a ocasido para modificar o programa de tal forma que ele teste ndo apenas a
primalidade de um ntimero de Mersenne e sim de todos os nimeros de Mersenne
em uma faixa dada.

A principal diferenga estd na parte em que reduzimos médulo My: é muito
facil fazer uma divisdo com resto de um inteiro n por 2P, pois o resto n,
corresponde aos dltimos p algarismos na base 2 enquanto o quociente n, cor-
responde aos demais algarismos. Como 2P = 1 (mod M),, podemos trocar
n = 2P -nj +ny por ny + Ny sem alterar seu valor médulo M, e sem sequer
calcular o préprio M. Esta nova versdo do programa demorou aproximada-
mente 1 minuto e 40 segundos para verificar a primalidade de M11213, 1 hora
para verificar a primalidade de My4497 € 7 horas para testar todos os expoentes
primos até 12000.

Um pequeno programa capaz de encontrar nimeros primos relativamente
grandes é nosso exemplo prothl.c, que usa o critério de Proth (Corolério
3.9) para procurar primos da forma h - 2¥ 4+ 1; o programa encontra primos
com centenas de algarismos em poucos segundos. Yves Gallot escreveu um
programa sério para encontrar primos muito grandes deste tipo!.

Chegamos no ponto onde ji temos programas que funcionam e devemos
discutir como torna-los mais rapidos. Voltando ao exemplo do teste de Lucas-
Lehmer, a parte que fica fora do for é claramente bem simples. Tudo o que

vem dentro do for, por outro lado, é executado p vezes e portanto é com
esta parte que devemos nos preocupar: uma multiplicagdo (ou um quadrado),

Lyver http://perso.wanadoo.fr/yves.gallot/
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algumas adigoes, subtragoes e divisdes por 2P. J& vimos que as divisbes por
2P sdo simples; adi¢Oes e subtragdes sdo também ripidas, mesmo usando o
método ensinado na escola. Resta a multiplicacdo, e é al que nosso programa
gasta quase todo seu tempo. Discutiremos no restante deste capitulo como
multiplicar rapidamente inteiros com muitos algarismos.

4.3 O algoritmo de multiplicacao de Karatsuba

A forma de multiplicar inteiros ensinada na escola é simples e conveniente
para inteiros relativamente pequenos, mas vejamos seu custo. Para multiplicar
dois inteiros de n algarismos na base d procedemos basicamente a partir da

férmula:
(3 ad)()_bid) =Y aibydti:
i j i

calculamos (ou olhamos na tabuada) todos os produtos de um algarismo de um
dos inteiros com um algarismo do outro, multiplicamos pela poténcia de d apro-
priada (o que equivale a acrescentar zeros 3 direita) e somamos as n? parcelas
obtidas. Efetuamos no processo n? multiplicacdes e um nimero comparével de
somas; assim, o tempo gasto com este algoritmo é aproximadamente An? para
alguma constante positiva A. Se isto fosse o melhor que pudéssemos fazer, o
tempo para checar a primalidade de M, seria aproximadamente Ap3. Existem
entretanto outros algoritmos de multiplicagdo: examinemos primeiro um algo-
ritmo relativamente simples, o algoritmo de Karatsuba, usado pela biblioteca
gmp (e portanto por nossos programas acima).

Sejam A e B dois inteiros com n algarismos cada um. Se m = [n/2],
podemos escrever A = A;d™ + Ay, B = Byd™ + By e AB = A1B,d?™ +
(A1Bo + AoB1)d™ + ApBy. Pelo algoritmo anterior, calculariamos os quatro
produtos de inteiros com m algarismos. Entretanto, os produtos A1Bp e ApB;
nao sdo necessarios individualmente, e podemos calcular sua soma da seguinte
forma:

A1Bo +ApB1 = (A1 —Ap)(Bo —B1) + A1By + AgBo.

Em outras palavras, podemos escrever
AB = ABq(d*™ +d™) + (A1 — Ag)(Bo — Bq)d™ + AgBo(d™ +1).

Assim, podemos calcular os trés coeficientes com apenas trés multiplicagdes (ao
invés de quatro) e algumas somas. Mesmo que o nimero de somas aumente, ja
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sabemos que somas sdo rapidas e portanto podemos esperar que este algoritmo
represente uma melhora substancial em relagdo ao anterior.

Mais precisamente, repetimos este processo para diminuirmos o tamanho
dos inteiros. Assim, se denotarmos por f(n) o tempo necessario para multiplicar
inteiros de n algarismos temos f(n) & 3f([n/2]) + An e provamos facilmente
que

onde « = (log3)/(log2).

4.4 Multiplicacao de polinéomios usando FFT

Suponha que queiramos multiplicar dois polinémios P,Q € C[x], de grau
menor do que n, representados pelos seus coeficientes:

P(X«): Z a,x] :a0+a]x+.,,+an7]x¢n71’
0<j<n

Q)= ) by = bo +byx oo b
0<j<n

O método aprendido na escola exige n? multiplicacdes; o métode de Karatsuba,
pode ser adaptado para este problema e exige aproximadamente n® multi-
plicacdes, com & = (log3)/(log2). Veremos agora como efetuar esta multi-
plicagdo com um nimero muito menor de operagoes.

Uma idéia é a de considerar os polindOmios como representados ndo pelos
seus coeficientes e sim pelos seus valores em n pontos distintos &o,...,&n—1.
Temos evidentemente (P - Q)(&;) = P(&;) - Q(&;): se o produto PQ tem grau
menor do que n entdo PQ é o dnico polinémio que assume estes n valores. A
dificuldade em usar este método estd em calcular os valores de P e Q nos n
pontos &p,...,En—1 € em recuperar PQ a partir de seu valor nestes mesmos
pontos. Se os valores &; forem escolhidos sem critério este método pode acabar
sendo mais lento do que os outros que ja apresentamos. Veremos que certas
escolhas de n e &; tornam o algoritmo rdpido: uma das mais simples é tomar

n uma poténcia de 2 e &; = w’, onde w = €2™/™ é uma raiz da unidade de
ordem mn.
Suponha que &x = —&; # 0 entdo as poténcias pares de &; e & coincidem,

enquanto as poténcias impares diferem pelo sinal. Isto nos permite economizar
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multiplicagdes quando calculamos P(&;) e P(&x) = P(—&;) simultaneamente.
Se n é par, podemos escrever

-
£
I

PL(EF) + &P_(&),
PL(E) — &P (&),

<
|

Ay
Il

onde

Pi(x) = Z azx,

0<j<n/2

P_(x)= Z azj1%,.

0<j<n/2

Ou seja, reduzimos o problema de calcular um polinémio de grau n em dois pon-
tos ao problemas de calcular dois polinémios de grau n/2 em um mesmo ponto,
seguido de wuma multiplicagdo, uma soma e uma subtracdo.
Se os &; sempre ocorrerem aos pares, com por exemplo &;4(n/2) = —&j, 0
calculo de P(&p),...,P(&n) reduz-se ao célculo de P+(E,(2,),...,P+(E,(2n/2]71),
P,(E,é), e ,P,(E,%n/zjq) seguido de 3n/2 operagdes.

O ideal é que pudéssemos repetir o processo acima, ou seja, que n seja
muiltiplo de 4 e que também no conjunto &3, ...,&2% ) 4 0s nimeros ocor-
ressem em pares diferindo apenas por sinal. Reordenando os termos, podemos
reformular esta condi¢do como £j2+(n /4y = —E,jz, ou, sem perda de generali-
dade, como &; (n/4) = i&;. Para podermos repetir este processo um nimero
méaximo de vezes, devemos tomar n como uma poténcia de 2 e &5 = wkij,
onde w = e2™/", Devemos assim tomar & = wi&y e a escolha &y = 1 parece
particularmente simples.

Facamos agora uma estimativa de T (n), o ndmero de operacdes usadas neste
algoritmo para calcular P(&p),...,P(&n). J& vimos que T(n) = 2T (n/2)+3n/2;
claramente T(1) = 0. Daf temos T(2) = 3, T(4) = 12 e, por uma inducio
simples, T(2¥) = 3k-2%"1. Assim, é possivel calcular P(1),...,P(w™ ") muito
rapidamente.

Reformulemos este problema na linguagem de dlgebra linear. Temos

P(1) 11 1 1 o

P(w) T w w? wn! as
P((,UZ) 1 wZ w4 wZ(n—’H ar .
P(w™ ") T ™! @2l w1 ) \an_
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a matriz de ordem n e coeficientes w', 0 < 1,j < n, é chamada de DFT,, a
transformada de Fourier discreta. O que aprendemos nos pardgrafos acima foi
a multiplicar DFT,, por um vetor rapidamente (pelo menos quando n é uma
poténcia de 2). Em termos algébricos, aprendemos a escrever DFT,, como um
produto de log, n matrizes esparsas cujos coeficientes ndo nulos sdo poténcias
de w; cada matriz esparsa correspondendo a uma etapa do algoritmo FFT.

Falta aprender a recuperar os coeficientes de um polinémio P a partir de
P(1),...,P(w™ ),

ou seja, a multiplicar (DFT,,)~' por um vetor. Mas para isto basta observar
que

100 ... 00
00 0 ... 01
000 ... 10
(DFTH)ZZn . . . . . )
o001 ... 00
o1o ... 00

pois o coeficiente (i,k) de (DFT)? é
Y walk = 3 @i+
j j
que é igual ansei+ k=0 (mod n) e 0 caso contririo pois

w™ 1 :(wzfl)Zw“.
j

Assim, o coeficiente (i,j) de (DFT)~ "' é (1/n)w Y e este processo de FFT in-
versa (ou interpolagdo) é tao facil e rdpido quanto FFT (ou evaluacdo). Temos
portanto um algoritmo para multiplicar polinémios de grau n fazendo aproxi-
madamente Cnlogn operagdes (onde C é uma constante positiva).

Reproduzimos abaixo o pseudo-cédigo de [CB] para este algoritmo:

Input: O comprimento n (uma poténcia de 2); uma raiz primitiva da unidade

w de ordem m; um vetor (ap,...,an_1) de coeficientes complexos.
Output: O vetor (Ag,...,An_1)t = (DFT,)(aop,...,an_1)%.
procedure FFT (n,w, ap,a1,...,an-1;A0,A1,...,An_1);

begin
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if n=1 then
Ao = ao;
else
FFT(n/Z, (,UZ, Ao, A2,..., (lnfz;Eo, A ,En/2,1 );
FFT (n/2,w? a1,a3,...,8n-1;00,...,0n,2 1);
fork=0ton/2—1do
Ak = Ex + w*Oy;
Aiiny2 = B — w*Ox;
end

Até agora consideramos polindmios com coeficientes em C mas o leitor
atento ja deve ter percebido que podemos usar o mesmo algoritmo para multi-
plicar polinomios sobre qualquer corpo K desde que exista em K um elemento
w que seja uma raiz da unidade de ordem n. Um exemplo de corpo onde existe
um tal w é Z/(p)se p =1 (mod n). Na verdade ndo é sequer necessirio que
os coeficientes estejam em um corpo: podemos trabalhar sobre qualquer anel
A onde exista w com as seguintes propriedades:

1. w™ =1,
2. n é inversivel em A,

3. se 0 < £ <n entdo w?—1 é inversivel em A.

Na préxima secao veremos uma situacao onde serd interessante trabalhar com
A=7Z/2%+1).

Lembramos que este algoritmo calcula corretamente o produto dos polinéGmios

P e Q desde que este produto tenha grau menor do que n. Mais geralmente,
estaremos encontrando o tnico polinémio de grau menor que n que coincide
com PQem &p,&1,...,&n_1. Como estamos tomando sempre &; = w’&p temos

(x—&)x—&1)--(x—&n 1) =x" =&
e nosso algoritmo calcula PQ mod (x™ — &3).

4.5 Multiplicacao de inteiros usando FFT

Quando escrevemos um inteiro a na base d,

a= E (lkdk,
k
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podemos pensar que estamos escrevendo

a="P(d), Px)= Z agxX.
k

Se desejarmos calcular ab onde

b=Q(d), Qi)=Y bix*
k

podemos usar o algoritmo da se¢do anterior para calcular os coeficientes ¢y do
produto

(PQIX) =Y cx®, =Y abi;
k j

e temos ab = (PQ)(d). Os cx em geral ndo serdo algarismos aceitdveis para
uma expansio na base d do inteiro ab mas isto pode facilmente ser corrigido:

escrevemos ¢y = Co + dep, ¢} =c1 —ep+der, ..., ¢ =ck —ex—1 +dex, ...,
onde a cada passo tomamos ¢, como sendo um algarismo aceitdvel. Ao final,
teremos
ab = Z crdx,
k

a expansdo de ab na base d.

A dificuldade maior reside no fato que as contas descritas na se¢do anterior
envolvem nimeros complexos, e as partes real e imaginaria destes nimeros
complexos sdo irracionais. Uma alternativa é fazer as contas usando varidveis
do tipo double; teremos inevitavelmente erros de truncamento mas o fato de
sabermos que a resposta final é um inteiro nos d4 uma oportunidade de corrigir
estes erros. E claro que precisamos ter o cuidado de evitar que os erros de
truncamento somem mais do que 0,5: neste caso acabarfamos arredondando
a resposta final para o inteiro errado. Esta possibilidade desastrosa pode ser
evitada tomando d pequeno (e portanto grau grande, o que implica em uma
transformada de Fourier de comprimento maior); também ajuda muito tomar
o conjunto dos algarismos aceitaveis simétrico em relacdo ao zero, pois assim
os produtos ajbi_; sero menores e terdo sinais diferentes, o que evita que
os coeficientes cx sejam grandes demais. Mesmo para inteiros bem maiores
do que o maior primo conhecido existem valores de d que garantem o bom
funcionamento deste método, um dos mais rdpidos para multiplicar inteiros
grandes (em parte porque a maioria dos computadores é capaz de multiplicar
doubles com grande rapidez). Por isso, ele é usado pelo programa mprime-
prime95, que encontrou os Ultimos 4 primos de Mersenne. Escrevemos um
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pequeno programa que usa o critério de Lucas-Lehmer para testar a primalidade
de M, e que multiplica usando FFT: as funcbes FFT estdo em fft.c e o
programa, principal em fftest2.c.

Uma segunda alternativa é escolher um primo p e fazer a multiplicacio de
polinémios considerando os coeficientes como elementos de Z/(p). Para recu-
perarmos os verdadeiros coeficientes do produto (que sdo inteiros), precisamos
ter o cuidado de garantir que |ck| < p/2 onde cx = }_ ajbx—j. Um primo usado
em alguns programas 2 é p = 26% — 232 1 1, que tem alids vérias propriedades
especiais que o tornam particularmente apropriado para nossa tarefa. Com
este valor de p, como 23%|p — 1, podemos fazer FFTs de comprimento 232 com
d = 2'®, 0 que permite (em principio) multiplicar inteiros de médulo menor
do que 216'232’1, ou seja, inteiros com alguns bilhdes de algarismos; o simples
armazenamento de um tal inteiro exige memdria maior do que a que tem a
maioria dos computadores atuais.

Mas estas alternativas, apesar de computacionalmente atraentes, ndo sat-
isfazem ao matemaético puro pois funcionam para inteiros menores do que um
certo tamanho fixo (apesar de muito grande). A segunda alternativa apre-
sentada acima pode ser levada adiante tomando primos cada vez maiores, mas
n3o serd facil provar que existem sempre primos com as propriedades desejadas.
Veremos agora como multiplicar inteiros de tamanho arbitrario em tempo baixo
fazendo as contas ndo em Z/(p), mas em Z/(2X +1) (mesmo 2X + 1 ndo sendo
primo) e assim evitaremos esta dificuldade. Uma outra vantagem deste método
é que serd muito ficil multiplicar por poténcias de w (assim tornando rapidas
as FFTs).

Mais precisamente, mostraremos como multiplicar inteiros (dados por suas
expansdes bindrias) médulo 2N +1; esta é a versdo simplificada de Schénhage de
um algoritmo devido a Schénhage e Strassen. Se N for tomado suficientemente

grande este algoritmo multiplica inteiros. Consideraremos apenas valores de
N > 320 da forma

N=v:-2" n—-1<v<2n, n>4
estes valores de N serdo chamados de aceitdveis. Supomos que ji sabemos

multiplicar médulo 2X + 1, onde K = k - 2 < N também é um valor aceitével
(a ser escolhido).

2Em particular no StrongARM, veja http://www.axis.demon.co.uk/armprime/
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Para usar a multiplicacdo de polindmios, escrevemos os inteiros a e b a
serem multiplicados na base d, i.e.,

a= Y ad, b= Y bd, 0<abj<d,
0<i<2m—1 0<j<2m—1

onde m = [n/2] +1ed = 22", Temos d2" = 2N = —1 (mod 2N + 1).
Assim, podemos escrever ¢ = ab (mod 2N + 1) com

C = Z budu, Cu = Z aib]- — Z aib,-.

0<pu<2m—1 itj=p itj—pt2m

Pela seciio anterior e por inducdo, sabemos efetuar estas contas médulo 2X 41
mas novamente precisamos do valor de cada c, como inteiro, ou seja, pre-
cisamos escolher K de tal forma que possamos garantir que |c, | < 281 E f4cil
verificar que podemos escolher k = [(v + 1)/2] e k = [n/2] + 1; observe que
K = k - 2 ¢ de fato aceit4vel.

Sejam @ = 25¥/2" e w = ®2. Como w?" ' =—1 (mod 2X + 1) temos que

w é uma raiz da unidade em Z/(2¥ 4+ 1) de ordem 2™: este valor de w pode
ser usado para fazer FFT como na se¢do anterior; temos

L= > (@'ai)(@'b;)  (mod 25 +1).
i+j=u (mod 2™)

Note que podemos efetuar tanto FFT quanto FFT inversa pois 2™ e w! — 1
sdo inversfveis médulo 2% + 1 (o que deixamos como exercicio).

Falta apenas estimar o nimero de operagdes gasto por este algoritmo; note
que por operacdo aqui queremos dizer uma operacdo sobre bits. Em todo o
algoritmo, efetuamos duas FFTs de comprimento 2™ sobre Z/(2X + 1), 2™
multiplicagdes ponto a ponto (também sobre Z/(2X + 1)) e uma FFT inversa
de comprimento 2™. Observe que como w é uma poténcia de 2, as mul-
tiplicagdes por poténcias de w que ocorrem nas FFTs sdo rapidas pois séo
apenas translacoes dos algarismos; mais precisamente, exigem no maximo CK
operagOes cada uma (para alguma constante positiva C). Assim, cada FFT
exige no maximo Cm - 2MK operagoes. O ndmero total T(N) de operagoes
satisfaz assim a recorréncia

T(N)<2™T(K)+ Cm-2™K
donde podemos demonstrar que, para alguma constante positiva C,

T(n) < CNlogNloglog N.
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4.6 A complexidade das operacoes aritméticas

Vimos na se¢do anterior que o nimero de operagdes (e portanto o tempo)
necessdrio para multiplicar inteiros de N algarismos é aproximadamente (a
menos de um fator constante) Nlog N loglog N se utilizarmos um dos algorit-
mos descritos. Nao se conhece nenhum algoritmo que seja assintéticamente
mais radpido mas também ndo se sabe demonstrar que ndo existe um tal algo-
ritmo. Mostraremos nesta se¢do que o tempo necessario para realizar qualquer
uma das operagoes abaixo é assintoticamente o mesmo (isto é, difere por uma
constante multiplicativa). Note que adicdes e subtragdes sdo mais répidas e
desprezaremos o tempo exigido por essas operagoes.

1. Multiplicar inteiros de N algarismos.

2. Elevar ao quadrado um inteiro de N algarismos.

3. Inverter, ou seja, encontrar os primeiros 2N algarismos depois da virgula
de 1/n, onde n tem N algarismos, ou ainda, calcular [Q?™N/n| (se tra-

balharmos na base Q).

4. Fazer a divisdo com resto de dois inteiros de N algarismos, i.e., dados n
e mencontrar gercomn=gm+71,0<r<m.

Estas operagoes podem ser reduzidas uma as outras com a mesma ordem de
grandeza de tempo, i.e., multiplicando o tempo necessirio por uma constante.
Faremos isto da seguinte forma:

(a) Quem sabe multiplicar sabe elevar ao quadrado.

(b) Quem sabe elevar ao quadrado sabe multiplicar.

(c) Quem sabe multiplicar sabe inverter.

(d) Quem sabe inverter sabe elevar ao quadrado.

(e) Quem sabe multiplicar e inverter sabe dividir com resto.

(f) Quem sabe dividir com resto sabe inverter.
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Os itens (a), (e) e (f) sdo triviais. O item (b) segue de mn = ((m +n)? —
(m—n)2)/4. Oitem (d) segue de x? = (x '—(x+1)"")""—x. O item (c) segue
do fato que se x = n/QN € (1/Q, 1] (x um niimero real dado com uma certa
precisdo) e se y € [1,Q) é uma aproximagio para 1/x com k casas de precisdo
entdo y' = y(2 — xy) é uma aproximagio para 1/x com aproximadamente 2k
casas de precisdo. De fato temos y’ — 1/x = —x(y — 1/x)? donde |y’ — 1/x| <
ly — 1/x|?>. Este algoritmo pode ser visto como uma aplicacio do método de
Newton para a funcdo f(t) = —x + 1/t. Note que as primeiras aproximagoes
para 1/x podem ser calculadas com poucos algarismos de precisdo, donde as
primeiras multiplicagbes podem ser feitas com poucos algarismos; isto garante
que o tempo total para obter N algarismos de 1/x é compardvel ao tempo de
uma multiplicacao de inteiros com N algarismos.
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4.7 Tabelas

Nesta tultima secao apresentaremos algumas tabelas indicando os maiores
primos conhecidos em marco de 2008.

[CAP. 4: ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Os dez maiores primos de Mersenne conhecidos

Primo

232582657
230402457
225964951
224036583
220996011
213466917

26972593
23021377

22976221
21398269

—1
—1
—1
—1
—1
—1

—1

—1

—1
—1

N° de digitos

9808358
9152052
7816230
7235733
6320430
4053946

2098960
909526

895932
420921

Descobridores

Cooper, Boone, GIMPS et al.
Cooper, Boone, GIMPS et al.
Nowak, GIMPS et. al.
Findley, GIMPS et al.
Shafer, GIMPS et al.
Cameron, Woltman,
Kurowski (GIMPS)
Hajratwala, Woltman,
Kurowski (GIMPS)
Clarkson, Woltman,
Kurowski (GIMPS)

Spence, Woltman (GIMPS)
Armengaud, Woltman
(GIMPS)

Data

2006
2005
2005
2004
2003
2001

1999

1998

1997
1996
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Lembramos que quando p e p + 2 sdo ambos primos, dizemos que eles sao
primos gémeos.
Os dez maiores pares de primos gémeos conhecidos
Primo Digitos Descobridores Data
2003663613 - 2195000 4 1 58711  Vautier, McKibbon,
Gribenko, NewPGen,
PrimeGrid, TPS, LLR 2007
194772106074315 - 2171960 41 51780  Jarai_Z, Farkas, Csajbok,
Kasza, Jarai 2007
100314512544015 - 2171960 41 51780  Jarai_Z, Farkas, Csajbok,
Kasza, Jarai 2006
16869987339975 - 2171960 4+ 1 51779  Jarai_Z, Farkas, Csajbok,
Kasza, Jarai 2005
33218925 - 2169690 4 1 51090  Papp,
Proth.exe 2002
60194061 - 2114689 + 1 34533  Underbakke, TwinGen,
PRP, Proth.exe 2002
1765199373 - 2107520 4 1 32376  McElhatton,
Proth.exe 2002
318032361 - 2107001 4 1 32220  Underbakke, Carmody,
PrimeForm 2001
1046619117 - 2100000 4 1 30113  Barnes,
NewPGen, LLR 2007
1807318575 - 298305 1 29603  Underbakke, Carmody,
Gallot 2001
— B
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Seja n#, chamado o primorial de n, o produto de todos os nimeros primos
menores ou iguais a n. Usamos também a notacdo nly = nl!l...!l, com k
pontos de exclamacéo, para o produto n(n—k)(n—2k)... dos inteiros positivos
menores ou iguais a n e congruos a 1 médulo k. Um primo da forman# £1 é
chamado primorial e um primo da forma n!!...!! £1 é chamado multifatorial.

Os dez maiores primos multifatoriais e primoriais conhecidos

Primo N°¢ de digitos Descobridores Data
3921134 + 1 169966 HEUER, PrimeForm 2001
3664394 + 1 158936 HEUER, PrimeForm 2001
9549313 4 1 144697 Harvey, MultiSieve, MultiF, 2006

OpenPFGW
34790! — 1 142891 Marchal, Carmody, Kuosa, 2002
PrimeForm
8006913 + 1 119284 Harvey, MultiSieve, MultiF, 2006
OpenPFGW
52608!, + 1 112762 DavisK, MultiSieve, MultiF, 2003
OpenPFGW
242893141 — 1 109330 DavisK, MultiSieve, MultiF, 2004
OpenPFGW
269511 + 1 107707 DavisK, Kuosa, PrimeForm 2002
225562141 + 1 100870 Harvey, MultiSieve, MultiF, 2006
OpenPFGW
21480! — 1 83727 DavisK, Kuosa, PrimeForm 2001
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Lembramos que p é dito um primo de Sophie Germain se 2p + 1 também
é primo e que My, é composto para estes valores de p se p = 3 (mod 4). Este
nome é usado porque Sophie Germain provou o primeiro caso do ultimo teorema,
de Fermat (recentemente demonstrado completamente por Wiles) para primos
p desta forma.

Os dez maiores primos de Sophie Germain conhecidos

Primo Digitos Descobridores Data
48047305725 - 2172403 1 51910  Underbakke, TwinGen, 2007
LLR

137211941292195 - 2171960 1 51780  Jarai_Z, Farkas, Csajbok, 2006
Kasza, Jarai
7068555 - 2121301 1 36523  Minovic, TwinGen, LLR 2005
2540041185 - 2114729 1 34547  Underbakke, TwinGen, 2003
PRP, Proth.exe
1124044292325 - 2107999 1 32523  Underbakke, TwinGen, 2006

LLR

112886032245 - 2108000 1 32523  Underbakke, TwinGen, 2006
LLR

18912879 - 298395 1 29628  Angel, Jobling, Augustin, 2002

NewPGen, OpenPFGW

10495740081 - 283125 1 25034  Underbakke, TwinGen, 2006
LLR

61078155 - 282002 1 24693  Underbakke, TwinGen, 2006
LLR

1213822389 - 281131 1 24432  Angel, Jobling, Augustin, 2002

NewPGen, Proth.exe

“mersenne”
2008/3/25
page 79

D



80

[CAP. 4: ASPECTOS COMPUTACIONAIS

O maior primo conhecido ao longo da histéria

Primo

217 -1

217 1

L
999999000001

(259 —1)/179951
(253 4+1)/(3-107)

2127 —1

(28 +1)/17
180(2'%7 —1)2 + 1

2521

2607

21 279 1
22203 —1
22281 —1
23217 _ 1
24423 _ 1
29689 -1
29941 1
211213 1
21 9937 1
221 701 1
223209 _ 1
1

1

—1
—1

44497
286243
2132049 _ 1
2216091 -1
391581 - 2216193
2756839 -1
2859433 -1

21 257787 __ 1
21398269 __ 1

N° de digitos

6
6
10
12
13
14
39
44
79
157
183
386
664
687
969
1332
2917
2993
3376
6002
6533
6987
13395
25962
39751
65050
65087
227832
258716
378632
420921

Data

1588
1588
1772
1851
1867
1867
1876
1951
1951
1952
1952
1952
1952
1952
1957
1961
1963
1963
1963
1971
1978
1979
1979
1982
1983
1985
1989
1992
1994
1996
1996

Descobridores

Cataldi

Cataldi

Euler

Loof

Landry

Landry

Lucas

Ferrier

Miller & Wheeler
Robinson
Robinson
Robinson
Robinson
Robinson

Riesel

Hurwitz

Gillies

Gillies

Gillies
Tuckerman

Noll & Nickel
Noll

Nelson & Slowinski
Slowinski
Slowinski
Slowinski
Amdahl Six
Slowinski & Gage
Slowinski & Gage
Slowinski & Gage
Armengaud, Woltman,
[GIMPS]

et

al.
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O maior primo conhecido ao longo da histéria (Continuacao)

Primo

22976221
23021 377 __

96972593 _
213466917 _

220996011
924036583
225964951
230402457 _
232582657 _

—1

1
1

1

1
1
1
1
1

N° de digitos

895932
909526

2098960

4053946

6320430
7235733
7816230
9152052
9808358

Data

1997
1998

1999

2001

2003
2004
2005
2005
2006

Descobridores

Spence, Woltman, et al. [GIMPS]
Clarkson, Woltman, Kurowski,
et al. [GIMPS, PrimeNet]
Hajratwala, Woltman, Kurowski,
et al. [GIMPS, PrimeNet]
Cameron, Woltman, Kurowski,
et al. [GIMPS, PrimeNet]
Shafer, GIMPS et al.

Findley, GIMPS et al.

Nowak, GIMPS et. al.

Cooper, Boone, GIMPS et al.
Cooper, Boone, GIMPS et al.
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Os cem maiores primos conhecidos (em marco de 2008)

Primo

232582657 —1
230402457 1
225964951 -1
224036583 __ 1
220996011 _ 1
213466917 _ 1

19249 . 213018586 + 1
27653 - 29167433 4 1
28433 - 27830457 4 1
33661 - 27031232 +]
26972593 1
5359 . 25054502 + 1
245]8262144 + 1
938237 - 23752950 _1
3139 - 23321905 -1

4847 - 23321063 +1
3. 23136255 -1

23021377 —1
7. 23015762 +1
22976221 —1
222361 - 22854840 4 1
1372930131072 1 1
1361244131072 4 1
1176694131072 1 1
342673 - 22639439 _ 1
572186131072 41
3.22478785 | q
26773 - 22465343 _ 1
737 . 22382804 _ q
1183953 - 22367907 _ 1
275293 - 22335007 _1q
3.22312734 _q
450457 - 22307905 _ 1
130816131972 41
19 . 22206266 __ 1
114487 - 22198389 _ 1
196597 - 22178109 _ 1

Digitos

9808358
9152052
7816230
7235733
6320430
4053946
3918990
2759677
2357207
2116617
2098960
1521561
1150678
1129757
999997
999744
944108
909526
907836
895932
859398
804474
803988
795695
794556
754652
746190
742147
717299
712818
702913
696203
694755
670651
664154
661787
655682

Data

2006
2005
2005
2004
2003
2001
2007
2005
2004
2007
1999
2003
2008
2007
2008
2005
2007
1998
2008
1997
2006
2003
2004
2003
2007
2004
2003
2006
2007
2007
2006
2005
2006
2003
2006
2006
2006

Comentario

Mersenne 44
Mersenne 43
Mersenne 42
Mersenne 41
Mersenne 40
Mersenne 39
Seventeen or Bust 10
Seventeen or Bust 8
Seventeen or Bust 7
Seventeen or Bust 11
Mersenne 38
Seventeen or Bust 6
Fermat Generalizado
Woodall

Seventeen or Bust 9
Mersenne 37
Mersenne 36
Fermat Generalizado
Fermat Generalizado

Fermat Generalizado

Fermat Generalizado

Woodall

Fermat Generalizado
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Os cem maiores primos conhecidos (Continuacao)
Primo Digitos Data Comentario

38 722167800 4 1 652574 2007

39 3.22145353 41 645817 2003

40 722139912 1 1 644179 2007

41 62722131072 4 1 628808 2003 Fermat Generalizado

42 121 - 22033941 _ 1 612280 2006

43 251749 .22013995 _ 1 606279 2007 Woodall

44 467917 -21993429 _ 1 600088 2005

45 137137-21993201 _ 1 600019 2007

46 17 .21990299 4 1 599141 2006

47 121.21954243 588288 2006

48 214519.21929114 L 1 580727 2006

49 345067 - 21876573 _ 1 564911 2005

50 13.21861732 4 560439 2005

51 137.21849238 1 556679 2007

52 3.21832496 4 1 551637 2007

53 21.21830919 1 551163 2004

54 417643 -21800787 _ 1 542097 2005

55 357659 -21779748 _1 535764 2005

56 5.21777515 4 1 535087 2005

57  253.21722623 _1 518564 2007

58  121.21695499 _1q 510399 2005

59 15 - 21667744 | 1 502043 2007

60 149183 .21666957 1 1 501810 2005

61 469949 .21649228 _ 1 496473 2007

62 81 .21606848 4 483712 2007 Fermat Generalizado

63 15. 21597510 4 480900 2006

64 58753 -21594323 _1 479944 2006

65  737-21°92724 _1 479461 2006

66 110413 -21971999 _ 1 479245 2005

67  1179.21591362 4 1 479051 2006

68 121.21589157 _1 478387 2005

69 1950221265536 4 1 477763 2005 Fermat Generalizado

70 1768482865536 4 1 474979 2007 Fermat Generalizado

—P
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[CAP. 4: ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Os cem maiores primos conhecidos (Continuagao)

Primo

71 1765544465536 41
72 1762939865536 41
73 29. 21574753 +1
74 139 - 21567874 4 1
75 81. 21544545 + 1
76 234847 .21535587 1
7 121 - 21526097 —1
78 13. 21499876 + 1
79 7'21491852 +1

80 2232007 - 21490605 1
81 29 . 21478344 —1
82 27 . 21476347 + 1
83 325627 21472117 1
84 1467763 - 21467763 _ 1
85 77 - 21467554 -1
86 23. 21448461 + 1
87 21 - 21421741 + 1
88 ]5_21418605 +1
89 29. 21416873 +1
90 149797 - 21414137 _1q
91 127 - 21398889 -1
92 1564347 - 21398269 _

93 21398269 -1

94 192089 - 21395688 _ 1
95 17 - 21388355 + 1
96 15 . 21368428 + 1

97 241489 - 21365062 4 1
98 182850265536 1
99 35 ) 21357881 + 1
100 338707 - 21354830 4 1

Digitos

474932
474890
474050
471980
464957
462264
459404
451509
449094
448724
445028
444427
443157
441847
441780
436032
427989
427044
426523
425703
421110
420928
420921
420150
417938
411940
410930
410393
408765
407850

Data

2007
2007
2008
2006
2007
2005
2005
2004
2005
2003
2005
2005
2005
2007
2006
2008
2005
2006
2007
2005
2008
2008
1996
2004
2005
2006
2005
2005
2006
2005

Comentario

Fermat Generalizado
Fermat Generalizado

Woodall

Mersenne 35

Fermat Generalizado

Cullen

Obs: um primo é dito de Cullen se é da forma n - 2™ + 1, de Woodall se é
da forma n - 2™ — 1 e Fermat generalizado se é da forma a?” + 1. Comentdrios
do tipo “Seventeen or Bust m” referem-se ao m-ésimo primo encontrado pelo
projeto Seventeen or Bust (ver apéndice 2 do capitulo 3).
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