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1 Introduccion

FEn este documento buscamos identificar los resultados mas importantes del calculo de funciones de particién
en sistemas unimodulares via teoria de residuos. Quisimos implementar estos resultados en casos no
unimodulares para identificar que tipo de distorsiones se presentan. En los casos particulares de estudio
obtuvimos resultados favorables.

2 Preliminares

Siguiendo el articulo [1] introducimos los siguientes conceptos:

Sea U un espacio vectorial real de dimensién r y V' su espacio vectorial dual. Sea ® = {ay,...,ay} CV
una sucesiéon de formas lineales sobre U. Sea AT := {q;}, es decir ® y AT tienen los mismos elementos
pero @ puede tener multiplicidades. Considere R™ con base e, ..., e, ysea A : R" — V tal que A(ey) = a.
Defina, para a € V

P(®,a) :=={y = (y1,.--,yn) € RYy| Ay = a}
P es un politopo convexo. Es vacio si a no estd en el cono generado por AT. De lo contrario es de

dimensién d = N — r = dim(ker(A)).

Sin perder generalidad, podemos asumir U = R”". para a € Vz, es decir, un vector de coordenadas
enteras, defina

E(®,a) = |P(®,a) NZY|

La funcién k(®,a) cuenta el nimero de formas distintas de expresar a como combinacién lineal con
coeficientes enteros positivos de los elementos de ®, esto es, las formas de escribir a = ria; + ... + ryay
conr; €7, r; > 0.

Denotamos por C(v™) el cono cerrado generado por vt C AT. Defina

Csing 1= U C(vh)

lvt|<r

donde r = dim(V). Tome Ci¢q como el complemento de Cs;ng. Las componentes conexas de Cpey serdn
llamadas cdmaras (chambers).



Ahora sea A = AT U —-AT y asuma que A genera V. Considere el arreglo de hiperplanos

He = U {z € Ug, a(x) =0}
aEN

donde V¢ denota la “complexificacion” de U. Sea R el anillo de funciones racionales con polos en este
arreglo de hiperplanos. Los elementos de Ra son de la forma R(z) = P(z)/[[,ea @(z)™ donde P es un
polinomio en r variables complejas y los n, son enteros no negativos. o C A se llama base de A si sus
elementos forman una base para V. Defina

1
folx) = —=——
I @)

aco

y llamamos a estos los elementos simples. Sea Sa el subespacio de Ra generado por los elementos simples.
U actua sobre Ra por diferenciacién. Denotamos como O(U)Ra el generado por derivadas de funciones
en RAa.

Teorema 1 ( [2], prop 7)
RA = 8(U)RA D SA

y llamamos a la proyecciéon Tresp : Ra — Sa, el residuo total (Total residue). Este mapa es cero en
derivadas y también fuera de los componentes de grado —r.

Definiciéon 1

Kg(a) = Tres e
o(@) (Hﬁ_lu—e-ak))

Definicién 2. Para o C A, vol(o) = |det(o)|, donde o representa la matriz donde las columnas son
los elementos de . Decimos que ® es unimodular si vol(c) = 1 para toda base 0 C A .

Ahora, para toda cdmara ¢ de C(A™T) existe una forma lineal asociada f — ({c, f)) sobre el espacio
Sa. Basta definirla para funciones simples f, de la siguiente forma

Definicién 3 ({c, f)) := 1/vol(o) si ¢ C C(o). ({c, f)) := 0 de lo contrario.

El siguiente teorema permite calcular k£(®,a), en caso de sitemas unimodulares, a partir de esta teoria
de residuos totales.

Teorema: (Dahmen, Micchelli) Suponga ® unimodular. Sea Z(®) el zonotopo generado por ®. Sea
c una cdmara de C(A™1) y sea a € V. Para a € ¢ — Z(®)

k(®,a) = (¢, Ka(a)))

3 Caso Unimodular

Los resultados mas importantes de la aplicacién de Teoria de Residuos a funciones de particion, se concen-
tran en sistemas unimodulares y especialmente en los sistemas de raices del grupo lineal

A ={ei—ej:1<i<j<r+1}



Figure 1: As

En dichos sistemas, el problema de encontrar la cantidad de camaras sigue siendo un problema abierto.
Actualmente es conocida la cantidad de camaras en los casos r = 1,2, 3,4, 5,6, que corresponde a 1, 2, 7,
48, 820, 44288 respectivamente. Para dimensiones superiores se han desarrollado programas para estimar
la cantidad de cadmaras, pero aun siguen siendo excesivamente costosos, por ejemplo, el tiempo computa-
cional que tomé el conteo de cdmaras en el caso de dimension 6 fue de alrededor de 24 dias y 18 horas! [6].

Para el sistema A", uno de los resultados mas celebrados en materia aplicaciones de Teoria de Residuos
a funciones de particion, es el Teorema de Zeilberger, antes conocido como conjentura de Chan-Robbins-
Yuen:

r(r+1)

k(A;f, (12,3, ==

)) = H?{:1Ci

1 (2n
i1
de este resultado se encuentra en [5].

En la anterior expresion C; = ), es decir, el i-ésimo nimero de Catalan. Una prueba detallada

+

. existe una de particular

A pesar del poco conocimiento que aun se tiene sobre las cdmaras de A
interés, denomida nice chamber y que corresponde a

Cnice = {(a1>a27 “eey Ay, _(al +ax+ ...+ aT)) ra; 20,1 <i< T}

Para esta cdmara existen resultados tedricos interesantes, que permiten calcular el funcional ({¢pice, f)),
via Residuos Iterados:

{{Cnice, [)) = Iresf = Resz,—oResz,—0 - . . Resz,—o f (21, 22, ..., 1) (1)

La bibliografia que consultamos presentaba resultados tedricos de gran interes para calcularlas fun-
ciones de particién sobre subconjuntos ® C A'. Ademds del Teorema de Dahmen-Michelli, destacamos
los siguientes resultados:

Definiciones previas:
e m,; ; es la multiplicidad de e; — e; en ®

> _
o b =myit1+Miip1+ oo FMippr — 1

xillx? xir
° D, 1) = ({c, Tres - —
1e(®,7) = ({e, o) hcicjar (s — a5) ™ )

o &' =0\ {e;—er11:€ —erq1 €D}

Proposicién 1(Baldoni-Vergne [5]):

t® 2 t®
K@, ¢)(ar, az, o ar) D" (L)) ?
) (41 12 Ty
li|l=N—r

I
N
P
s
=



Proposicién 2 (Pitman-Stanley [1]):
Feniee (@,0) = k(®', (i1 — tT)er + (i2 — t3)ea + .. + (i — t2)ey) (3)

A partir de estas proposiciones se obtienen resultados particulares de interés como el propuesto por
Pitman y Stanley [7] :

Proposicién 3 : Defina ®pg = {(e; — €;41), (6 — er+1) : 1 <i <r} C AF (Figura 2). Entonces

o= 5 (")) (G)-(()
<(Z>> _ u(u—l—l)...k(;;u—k(k—l))

K, = {(il,ig,...,iT)til >l +12>201 49+ ..+ 2>2r—1Lir+io+ .o+ i+ 0 :’I“}

donde

Figure 2: ®pg

3.1 Nuestro estudio del Caso Unimodular

Nuestro objetivo inicial era apoyarnos en la Teoria de Residuos para obtener resultados particulares sobre
funciones de particién en subconjuntos ® C A u otros sistemas unimodulares. Se esperaba obtener re-
sultados que en su contenido se asemejaran al presentado en el Teorema de Zeilberger o en la Proposicion 3.

Sin embargo nuestros intentos por tales desarrollos fueron poco exitosos. Si bien los resultados tedricos
que expusimos previamente describen de forma clara la manera en que se puede calcular la funcién de
particion via Residuos Totales y Residuos Iterados, desarrollar de forma eficiente estos cdlculos fue nuestro
mayor problema.

Figure 3: @5

Por ejemplo nos interesamos en tomar ®, = {(e; — e€j+1),(e; — €;42) : 1 < i < r} (ver figura 3),
y by = e1 — e,41. Para este caso observamos que k(®,,b,) = k(®,_1,b,—1) + k(Pr_2,b,—2), y siendo
k(®1,b1) = 1, y k(P2,b2) = 2 concluimos que k(®,,b,) = F, , el r-esimo Fibonacci. Ahora deseabamos
obtener este mismo resultado via teoria de residuos.

Tomando i = (2,1,1,...,1,0,0), & = ®,., y aplicando la Proposicién 2 obtenemos



fenice (@1, (2,1,...1,0,0)) = k(Pr_1,e1 — €r)

A partir de las definiciones tenemos que

2279, o >>>
Tp 12, X0 (2 — 2i41) (2 — Tig0)

fenioe(@r,(2,1,...1,0,0)) = ({cnice, Tres (

y aplicando la ecuacién 1, obtenemos

2
k((j[)r_h €1 — 67") = IreS(Tres ( T71x1x2---33r—2 > >
Tr—12, 11 (i — xig1) (i — Tiv2)

Por lo tanto nos interesaba calcular este ultimo término y verificar que coincidiera con F,_1. Sin em-
bargo no pudimos idear una manera eficiente de llevar a cabo estos cdlculos. Al tomar otros conjuntos
® C Al y a € cpice, presentamos las mismas dificultades.

En la busqueda de situaciones para las cuales el cdlculo de residuos se pudiese desarrollar de forma
eficiente, nos encontramos con sistemas no unimodulares. Nos interesamos en estudiar la factibilidad de
aplicar los resultados expuestos previamente (que se limitan a sistemas Unimodulares) a casos No Unimodu-
lares . En las siguientes secciones presentamos los intersantes resultados obtenidos en ejemplos particulares
de sistemas No Unimodulares, y nuestras conjeturas acerca de la validez de ciertos resultados.

Para resultados formales en materia de funciones de particién en sistemas no unimodulares, los articulos
[3] v [4] presentan resultados interesantes.

Nota: No alcanzamos a comparar nuestros resultados particulares, con los resultados tedricos presentes
en estos articulos, pero nos hubiera parecido interesante hacerlo.

4 Ejemplo No Unimodular 1

Consideremeos el conjunto no unimodular ® = {e1, ea,e3,e1 + e2,e2 + e3,e3 + e1}. Para dicho conjunto
nos interesamos en conocer k(Q®, (¢,t,t)) siendo t entero positivo. Sea

A=

S O =
o = O

0101
01 1 0 yPy(v)={z:Az=v,2>0}
1 011
Podemos observar que Py (t,t,t) = tPp(1,1,1) y ke(t,t,t) = [tPp(1,1,1) N ZE|.

De la H-description de Pg(1,1,1) deducimos que este es un politopo de dimensién 3 contenido en R®
que podemos representar como la figura 4.

Figure 4: Pp(1,1,1)



Dado que P(1,1,1) no es integral (debido a la no unimodularidad del sistema) la funcién ke (t,t,t) =
InPp(1,1,1) N Z%| va ser cuasipolinomial. Dado que Pp(2,2,2) si es politopo integral, podemos afirmar
que el cuasipolinomio sera de periodicidad 2, es decir, vamos a tener un polinomio asociado a los valores
pares de t y otro asociado a los valores impares. Como Pg(1,1,1) es 3-dimensional afirmamos ademés que
los polinomios asociados seran de grado 3.

Procedamos ahora a aplicar los resultados de la Teoria de Residuos a este caso particular no unimod-
ular..Para ello se deben tener en cuenta las siguientes observaciones:

e En primer lugar notemos que para el sistema ® tenemos 12 big camaras:

e Dado que el vector (t,t,t) pertence a la clausura de varias de las cdmaras, podemos tomar como
camara de base (i.e, la cAmara sobre la cual se desarrollardn los célculos) cualquiera de ellas. Sin
pérdida de generalidad vamos a trabajar sobre la cdmara c¢; que corresponde a

Cone(eq, e1 + ez, €2 + e3) N Cone(es, e3 + €1, €1 + €2)

e Recordemos que

Kg(a) = Tres !
o (Hffl(l—eak))

A partir de las expansiones :

—1+a+—a +—a + ..

3!
o« 1o Loy
[—ea = 1+ ge+ 5o — e
podemos escribir
€@ 1 1 11 1 1
L = Mpep—(1 — 2 al... 4
Mocol — e < tatgpat+ge+ >< ace (I+ 50+ 507 — 755 )> )

En este caso, para calcular K(®,(¢,t,t)) nos interesan unicamente los términos de grado -3 de la
ecuacién (4). Dichos términos son:

3 2
a a « a ;i

+ - |+ +

3!Ha€q>Oé Q!Haeq:.a <§ 2) HQE(I)OZ Z o 7%:6@
17
1 a?aj ;oo
_— )
+Ha€q>a Z 24 + Z 8 (5)

aﬁéoz]-GCID aﬁéaﬂéake(b

Llamemos k(®, (t,t,t)) = ((c1, K(®, (t,t,t))). Procedemos a calcular este polinomio:



Coeficiente de grado 3:

Para nuestro caso de interés, ® = {e1, e, e3, €1 + €2, €2 + €3, €3 + €1 },a = teg + tes + teg, vemos que:

a® _ 3 (e1 + (ez + e3)) (ea + (e3 + €1)) (e3 + (e1 + e2))
3 e 3lejeges(er + ea)(ea + e3)(es + e1)
t3 1 1 1 1
3! ((6’1 +e9)(ea+es)(es+e1)  ejezes Zy; ei1(e; +e2)(er + e3) Zy; eses(eg + 63)>
Vease que :

— ¢1 C Cone((e + e2),(ea + e3),(es + €1)) v det((e1 + e2),(e2 + e3),(e3 + €1)) = 2, entonces

(fer, ! ) =

(e1 +e2)(ex +e3)(e3 + €1)

N =

1
€1€9€3
1
ei1(e; +e2)(e; + e3)

=1

— ¢1 € Cone(ey, eg,e3), y det(eg, e2,e3) = 1, entonces ({(cy,

— ¢1 ¢ Cone(eq, (e1+e2), (e1+e3)) entonces ({(c1, )) = 0 (valido para los demads

ordenamientos)
1

———)) = 0 (vélido para los demds ordenamien-
6263(62 + 63)

— ¢1 ¢ Cone(ea, e3, (e2+e3)) entonces ((c1,

tos)

De los resultados anteriores se deduce que

((e1, m» ~ 2

Coeficiente de grado 2:
p a 3
Procedamos ahora a calcular el segundo término. Dado que Eae¢, 3 = 5(61 + e9 + e3)

a? Zg :ﬁ (€1+€2+€3)3
2 pecopa = 2 4 ejeges(e] +e2)(ex +e3)(es +e1)

3
3
(1 +eate) )) = =. Por lo tanto concluimos
616263(61 + 62)(62 + 63)(63 + 61) 2

a? « 9
— (> e = ) ==t
aue {{cr, Mg ( ag® 2)>> 8

Del caso anterior se deduce que ({cy,

Coeficiente de grado 1:

Observemos que

Shr X (B (X we)

acd a;Fo; €D acd a;Fa; P



En nuestro caso

(Z a>2 =9(e; + ey +e3)?

acd

Z Q0 = 3(61 +eo + 63)2 + 2(6162 + eges + 6361)
a;Fo;ed

Por lo tanto

% ((Z a)2 + ( Z aiaj)> = % (12(61 +e9+ 63)2 +2(e1eg + eges + 6361)>

Obtenemos que

2
a « aiaj
Haeq)a acd 12 Oéi?éaje(b 4

(e1 + ez +e3)? 1 (e1 +ea +e3)(e1ea + eze3 + ezer)

616263(61 -+ 62)(62 + 63)(63 + 61) 6 616263(61 -+ 62)(62 + 63)(63 + 61)

3 3
(1 +e2tes) )) = =. Por su parte,

Sabemos que ({c1,
( erezes(er + e2)(ez + e3)(es +e1) 2

(e1 + ez +e3)(e1ea + eze3 + ezeq) 3 el
- 5>
616263(61 + 62)(62 + 63)(63 + 61) (6’1 + 62)(62 + 63)(63 + 61) o 63(61 + 62)(62 + 63)(63 + 61)

3 1 1
" (1 +e2)(ea + es)(es + 1) - szy'r:n (63(61 +ea)(ea+es) (en+e2)(ea+es)(es + 61)>

1 3
= s%:n es(er +ez)(e2 +e3) B (e1 +e2)(e2 +e3)(es +e1)

Existen 3 permutaciones, o € S3 para las cuales ¢; C Cone(eq(1), (€(2) + €5(3)); (€(3) *+ €o(1))):

(esto se cumple para cualquiera de las cAmaras que contiene el punto (¢, ¢, t), es decir, c1, ¢4, ¢35, s, €9, C12)

Como det(ea(l), (60_(2) + 60(3)), (60(3) + 60(1))) = 1, concluimos que ((c1, Zsym m)) = 3.
3

(e1+e2)(e2+e3)(es3+er)

Por su parte ((c1, )) = 3, de lo cual obtenemos

w

(e1 + e2 + e3)(e1ea + ezes + eseq)

et epes(er + ea) (e +ea)(es 1) /)~ 2

Por lo tanto llegamos a

a a? ;0 3 13 7
(e ot 2 Y <2+62> 1
acd o Fo; €D

8



Coeficiente de grado 0

Véase que

azaj ;o 1
oS+ Y (e -y )

ai;ﬁajeq) aﬁéaﬁéakEd) acd acd acd

En este caso ) cq a? = 3(e; + e3 + e3)? — 4(eqea + eze3 + ezeq), por lo tanto

( Z a)3 — < Z a2> ( Z a) = 18(e1 + g + €3)3 + 12(e1ey + eses + ezer) (e + eg + e3)

a€E acd ac
Entonces )
1 s GO0
e ( > S 3 M)

acd o Fa; €D o Fa;Faed
1 3 3 15
—(18= +12=-) = —
48( 2+ 2) 16

Con base en los resultados anteriores podemos finalmente concluir que

- 1 9 7 15
k(®, (t,t,1) = ((c1, Ko (a))) = 1t3 + th +gtt 6

Resultado via interpolacién

Como se mencioné previamente la funcién k(®, (¢,¢,t)) es cuasipolinomial de perfodo 2 en ¢, siendo
dichos polinomios de grado 3. Por tanto es sencillo calcular los respectivos polinomios via interpo-
lacién. Para hallar los valores de interpolacién, contruimos un algoritmo simple de conteo que recorre
los puntos enteros del cubo C' = [0,#]® y verifica que sean solucién de Az = (t,t,t). Se obtuvo el
siguiente resultado:

— sit es impar k(®, (¢,t,1)) = 383 + 32 + Tt + g
— sitespar k(®, (t,t,t) =23+ 32+ Tt + 1

Observamos que a pesar que el sistema no es unimodular, el resultado obtenido acerca de la funcién
de particién via teoria de residuos se acerca satisfactoriamente a la funcién real de particién, siendo

Ik(D, (,2,1)) — k(®, (t,t,1))] = 1/16

5 Una aproximacién a la generalizacion del ejemplo anterior
El objetivo ahora es extender el resultado previo:

Siendo ey, €9, ..., €, la base canonica de R", defina é; = (1,1,1,....,1)—e; y ®,, = {e;,€; : 1 = 1,2,...,n}.
El problema al que nos enfrentamos es hallar k(®,,,a) cuando a = (t,t,...,t)

Para ello nos interesan los terminos de grado —n en la expresion



eCL

1 1 1 1 1
m = (1 +a—+ *a,z + 7013 + ) (HO(E{)&(I + —a+ 7062 + 0063"’??044))

2! 3! 2 12

Los primeros terminos de dicha serie son

" a1 o a2 a? ;0

+ E I E — + g -
n!HaeéOé (TL — 1)!1_[046‘1)@ (CVG‘ID 2) (n — 2)!Ha€¢’a (a€q> 12 a;Fa; EPD 4 )

170
an73 04204 : ;0O
NI — E iy E 7j)
_ |
(n —3)!Macac a;Fo; €P 24 aiFajFared 5

Procedemos ahora a calcular los primeros dos coeficientes de mayor grado en ((¢, K(®,,a))).

Coeficiente de grado n:

Observamos que

a” Cth(er et ten)” VI (e + &)
nlgeear n! I eié; n! 17 e;é;

lo cual corresponde a

1

f=(f1,nfn) fi€{eiéi}
Se puede probar que los unicos vectores f para los cuales (t,t,...,t) € Cone(f), son los vectores
(e1,€2,...,en) v (€1,€2, ..., €,).
Como det (e, ea,...,€,) = 1y |det(é}, €, ..., €,)] = —L5, podemos afirmar que

a” " 1 1 "
(e, n!Ha€¢a>> B E(l + )= (n—1)(n— 1)!t

n—1

Coeficiente de grado n-1:

Como ) g § = 5(e1+e2+ ...+ ey), el siguiente termino del polinomio corresponde a

a1 Z g) _ nt™ 1 (e +ex+ ... +ep)"
(n — 1)!1_[&6@04 acd 2 2(’[7, — 1)! H?Zleiéi
por el resultado previo concluimos entonces que
n—1 ntnfl 1 n2

e (n—l)!Haew(% = s T T s

«

10



Con base en los resultados anteriores conjeturamos que

1 n?

— n n—1
’t>)*(n—1)(n—1)!t + VA

k(@ (., ... D =T

Estos primeros términos nos dan una aproximacién al orden de magnitud de k(®,,a). Ademads se
debe tener en cuenta que estos coeficientes nos indican un valor de volimen y superficie relativa del
politopo P, (a).

Resultados computacionales

Via interpolacién buscabamos calcular el Ehrhart polynomial de Py, (n —1,n —1,...,n — 1) que es
un politopo integral.

Para n = 4:

25 4 1
E(®y, (t,t,t,1) =142t + —t> + —t> + —t* para t miltiplo de 3

18 9 18
En este caso se observa que los coeficientes de grados 4,3 corresponden a (n—l)l(n—l)'tn y
n? 1l .
3 —1)(n = 1)!t , tal como se esperaba.

Para valores de n mayores a 4, no dispusimos de maquinas adecuadas para llevar a cabo el calculo
en un tiempo considerable.

6 Ejemplo No Unimodular 2

En esta seccién se estudiaran los resultados de aplicar la Teoria de Residuos en el calculo de las
funciones de particién asociados a las distintas camaras de un sencillo sistema no unimodular. El
caso de estudio es el siguiente:

Defina ® = {e1, €2, e1+e€2, e1+2e2, e2+2e;1 }. Para este sistema tendremos 4 cdmaras que corresponden
a:

En este caso, nos interesa calcular los terminos de Kg¢(a) de grado —2, que corresponde precisamente
con la ecuacioén (5).

Tomando a = aje; + azes y expandiendo en la ecuacién (5). observamos que este caso particular los
de terminos de interesan son:

e:f 1 _ 2 1
) T

_ — _ _ 2
913 = Cles(erten)(e1+2e2)(ea+2e1)  ealertez)  (eites)(ert2ez)  ea(2erten

e1+2e2)(ea+2eq)

11



eZes 1 1

T 91227 Clep(erten)(ert2ea)(eat2e1) | (e1t2e2)(eites) | (e1t2en)(eat2er)
e — eies _ 1 B 1
9122 = 6162(€1+62)(61+2€2)(62+261) T (e2+2e1)(e1+e2) (e1+2e2)(e2+2e1)

e3 1 2 1 2

T 922 T Cles(erten)(eit2ea)(e2t2e1) | erleites) | (erten)(ezt2er) | e1(2eater) * (e1+2e2)(e2+2e1)

A partir de estos terminos la ecuacién (5) se escribe en la forma:

1 5
*(a?)gﬁ + 3(1%&29122 =+ 3001@%9122 + a%923) + Z(a%(gﬁ + g122) + 2a1a2(g120 + g122)

6
145 145 15

9122+ﬂg122+§923

(6)
Para hallar el valor de ((¢;, Ko(a))) en cada una de las cdmaras debemos hallar el valor de ((c;, g~))
para cada una de las combinaciones de ¢ y 7. En este caso obtenemos:

1 15
+a3(gos+g122 ))+6 (a1(17g13+35g129+17g192)+a2(17g120+35g1 92 +17923))+§913+ﬁ

{{cirgv))

C1 C2 C3 (4
TR
gi1292 0 §—§ 0
g192 0 —§ g 0
g2 0§ —§ 3

Reemplazando en (6) por los valores de la tabla anterior llegamos a los siguientes resultados:

2
5 5 1 2 2 7 5 55
(? +2a1a2 a1a2+ a%)‘i‘g(? 1+ a1a2+ 2)+ﬁal+ﬁa2+ﬁ
1.3 =5 3 5(—1 2 2 5 7 55
(gal a1a2+2a1a2+ - 2)+Z(T + a1a2+ 2)+ 1501 + 1501 + %
1. 3 5.2
— key0 az + gaz + 12“2 + 16

Tal como se esperaba, las funciones coinciden en las fronteras de las camaras, salvo el término
constante.

Resultados de implementacién:

Caso 1: Comparacion respecto a Pg(t,t)
Definiendo

Podemos probar que
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Pg(1,1) = conv

(=R e el
o O 7_‘ o O
W= o= \'O o O
[eni Sl \'O S o=
= O \’O = O

(Omitimos prueba), y por ende Pg(6,6) es un politopo entero. Por lo tanto, la funcién k(®, (¢,t) es
cuasipolinomial y tendréa periodicidad un divisor de 6.

Con base en los resultados obtenidos a partir de la teoria de residuos pronosticamos, tomando
a; = ag = t, y reemplazando en ¢z o c3 que k(®, (¢,t)) = 1—18t3 + %tz +t+ %

Teniendo en cuenta la periodicidad de k(®, (¢,t)) calculamos los polinomios respectivos via interpo-
lacién, obteniendo los siguientes resultados:

— si t = 6n entonces k(®, (t,t)) = &t3 + St2 4+t +1

L+ S+t + 2
L3+ S+t + 8
e
L3+ B2 4t 41
R N

— sit =6n+ 1 entonces k(P, (¢,

— si t = 6n + 2 entonces k(P,

(@, (t,1))
(@, (t,1))
— si t = 6n + 3 entonces k(P, (¢,t))
(2, (£,1))
(2, (£,1))

9

— sit = 6n + 4 entonces k

I 9

— sit = 6n + 5 entonces k

I 9

En este caso volvemos a tener que k(®, (£,)) corresponde al promedio tomado sobre los 6 polinomios
k(®,(t,t)) parat = 6n,6n +1,...,6n + 5. Ademds como |k(®, (¢,t)) — k(®, (¢,t))] > 1/2, podemos
considerar que la aproximacién k es aceptable.

Caso 2: Comparacion en puntos aleatorios

Via un sencillo algoritmo de conteo, hallamos los valores de k(®, (a1,a2)) y los comparamos con
kE(®, (a1, a2)) segin la cAmara correspondiente.

camara c;

(a1, az) (4,9) (9,21) (15,39)  (23,60)
k(®, (a1, a2)) 22 125 444 1378

k(®, (a1,as)) 21.9375 125.0625 444.0625 1378.0625

camara cy

(alaa2) (97 17) (137 15) (26>4—0) (33740)
k(®, (a1, a2)) 124 241 1842 3083

k(@ (a1,a2)) 124+ 3 24141 184143 3083
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De los resultados anteriores se concluye que la funcién k(®, (a1, az)) hallada via teoria de residuos,
es una aproximacién satisfactoria de la funcién de particién real. También observamos la naturaleza
cuasipolinomial que tiene la funcién de particién real en cada una de las cdmaras.

7 Conclusiones

Si bien hay varios resultados que relacionan funciones de particién de sistemas unimodulares con la teoria
de residuos (residuos iterados y residuos totales), en la préctica, los célculos necesarios para aprovechar
estas herramientas pueden ser costosos y complejos. Por lo tanto es necesario profundizar en técnicas para
simplificar los procedimientos necesarios.

A pesar de que los resultados més importantes de aplicaciones de la teoria de residuos a funciones de
particién se enuncian en el contexto de sistemas unimodulares, pudimos observar que permiten obtener
buenas aproximaciones de funciones de particion en casos no unimodulares. En consecuencia se debe seguir
estudiando las modificaciones necesarias para extender dichos resultados al contexto de sistemas no uni-
modulares.
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