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Pré-requisitos: Além de uma certa maturidade matematica sera til conhecimento
sobre os rudimentos de geometria algébrica/analitica complexa. Familiaridade
com o material coberto por um curso sobre superficies de Riemann e/ou curvas
algébricas deve ser suficiente.

Nivel: Doutorado

Idioma: Tanto o texto quanto as aulas serao em inglés.

2. OBJETIVO

Apresentar uma introducao auto-contida a teoria dos webs de codimensao um com
énfase nas questoes ligadas a algebrizacao. O curso comeca com uma traducao para
a teoria das webs de um topico classico da teoria de curvas algébricas/superficies de
Riemman e termina com resultados recentes sobre a algebrizacao de webs de codimensao
um em dimensao superior a trés e a existéncia de webs excepcionais em dimensao dois.

Além de fornecer o béasico para que os interessados ajudem a desenvolver o tema, o
curso também visa discutir um ponto de vista pouco conhecido sobre parte da teoria das
curvas algébricas.

3. UM BREVE RESUMO DO MATERIAL A SER APRESENTADO NO CURSO

3.1. Webs e suas Relagoes Abelianas. Um germe de k-web de codimensao um
W =F K. -KF,on (C" 0)éuma colegao de k germes de folheagdes holomorfas sujeitas
a condicao de que para cada m destas folheacoes, m < n, a interseccao de seus espagos
tangentes na origem seja de codimensao m.

O espaco de relagoes abelianas A(W) para um k-web W = F; K- - - K Fy, arbitrario
define-se da seguinte forma: se as folheagoes F; sao induzidas por 1-formas integraveis w;
entao

k
i=1
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Note que se u; : (C",0) — (C, 0) sao submersoes locais definindo as folheagoes F; entao,
apos integracao, as relacoes abelianas induzem equacoes funcionais das forma

Zgz‘(uz‘) =0

onde g; : (C,0) — (C,0) sao germes de fung¢oes holomorfas.

Claramente A(W) é um espaco vetorial e sua dimensao é o posto de W, denotado
aqui por rtk(W). E um Teorema de Bol que o posto de uma k-web planar é limitado
superiormente por 1(k — 1)(k — 2). Esta cota foi generalizada para k-webs de codimensao
um em dimensao arbitraria por S.S. Chern em sua tese de Doutorado. O Teorema de
Chern diz que

(3.1) k(W) < w(n k) =Y max(0,k —j(n—1)—1).
j=1

Uma k-web W em on (C",0) é dita de posto maximo se rk(W) = mw(n, k). Observe
que o inteiro m(n, k) é a cota de Castelnuovo para o género aritmético de curvas de grau
k em P" irredutiveis e nao-degeneradas.

3.2. Webs Algebrizaveis e o Teorema de Abel. O aparecimento da cota de Castel-
nuovo na Geometria das webs esta longe de ser uma mera coincidéncia.

Se C' é uma curva projetiva nao-degenerada de grau k em P" entao para todo hiperplano
genérico Hy define-se um germe de k-web We de codimensao um em (P, Hy) via dualidade
projetiva. Tal web é induzido pelos niveis das aplicagoes holomorfas p; : (P", Hy) — C
caracterizadas por

H-C=p(H)+ps(H)+ -+ pi(H)
para todo H préximo a Hy.

FIGURA 1. Na es-
querda temos W para
cubica reduzida C' for-
mada pela uniao de
um reta e uma conica.
Na direita temos W¢
para uma quartica
racional irredutivel. C.

bk
¥

O Teorema de adicao de Abel diz que para todo py € C e toda 1-forma diferencial
holomorfa w € H°(C,w¢) a soma

p1(H) p2 (H) pr(H)
/ w+/ w+---+/ w
Po Po Po

nao depende de H. Pode-se reformular este resultado sucintamente da forma seguinte:

k
Zp:w =0.
i=1
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Segue que as 1-formas em C' podem ser interpretadas como relagoes abelianas do k-web
We. Em particular dim AW¢) > h%(C,we) e se C' é uma curva extremal — reduzida,
nao degenerada e atinge a cota de Castelnuovo — entao We é de posto maximo.

Uma questao central na Teoria das Webs é a caracterizagao/classificagdo das webs
algebrizaveis de codimensao um. FEstas sao as webs equivalente a Wy para alguma
curva projetiva C.

3.3. Reciproca do Teorema de Abel. A ferramento ubiquoa para a algebrizacao de
k-webs é o seguinte Teorema.

Teorema 3.1. Sejam C4,...,Cy germes de curvas em P" todos intersectando tranver-
salmente um certo hiperplano Hy e escreva p;(H) = H N C; para hiperplanos H suficien-
temente proximos a Hy. Se w;,i =1...k sao germes de 1-formas nao identicamente zero
nas curvas C; satisfazendo

k

i=1

entao existe uma curva algébrica reduzida C C P" de grau k e uma 1-forma holomorfa w
sobre C' tal que C; C C' e wio, = w; para todo © variando de 1 até k.

O Teorema 3.1 no caso de quarticas planas foi obtido por Sophus Lie em suas inves-
tigagOes sobre superficies de dupla translacao, cf. Figura 2. O caso geral segue da prova
de Darboux (utilizando idéias de Poincaré) do Teorema de Lie.

FIGURA 2. Uma superficie de dupla
translacdo é uma superficie S C R3? que ad-
mite duas parametrizagoes independentes da
forma (z,y) — f(z) + g(y). Em S temos um
4-web VW naturalmente definido. As retas tan-
gentes as folhas de W intersectam o hiperplano

no infinito ao longo de 4 germes de curvas. O
Teorema de Lie afirma que estas 4 curvas estao
contidas em uma curva algébrica de grau 4.

3.4. Algebrizacao. A relevancia do Teorema 3.1 na Teoria das Webs torna-se evidente
uma vez traduzido — como Blaschke-Howe (n = 2) e Bol (n > 3) fizeram — ao espago
projetivo dual. Lembramos que um web linear ¢ caracterizado pelo fato de que todas
as suas folhas sao abertos de hiperplanos.

Teorema 3.2. Um k-web linear W em (C",0) admitindo uma relagao abeliana que ndao
¢ relagao abeliana de nenhum subweb estende-se a um web global (mas singular) We em
todo o P™.

Com o Teorema 3.2 em maos a algebrizagao de 2n-webs em (C",0) com n + 1 relagoes
abelianas linearmente independentes segue de um belo argumento devido Blaschke que
inspirou-se nos trabalhos de Poincaré sobre as superficies de dupla translacao.

Recentemente Jean-Marie Trépreau — dando continuidade a trabalhos de Bol e Chern-
Griffiths — provou o notavel Teorema abaixo.
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Teorema 3.3 ([16]). Sejamn >3 ek >2n ouk <n+1. Se W € um k-web em (C",0)
de posto maximo entao VW é algebrizavel.

3.5. Webs Excepcionais. Em dimensao dois temos algebrizacao apenas para 3 e 4-webs
de posto méaximo(Teoremas de Blaschke-Dubordieu e Lie respectivamente). Ja para 5-
webs a situagao & bastante misteriosa e o primeiro exemplo de 5-web de posto maximo nao
algebrizavel é devido a Bol. Os webs de posto méximo e nao algebrizéveis sao chamados
de webs excepcionais.

FIGURA 3. Web Excepcional de Bol B5
é o web determinado por quatro pencils de re-
tas em posicao geral e pelo pencil de conicas

pelos pontos bases destes. Por quase 70 anos
permaneceu como o Unico web excepcional

conhecido. Uma de suas relacoes abelianas
¢ a famosa equacao

funcional de Abel para o dilogaritmo.

Em um nimero de ocasioes distintas S.S. Chern enfatizou a importancia de um melhor
entendimento dos webs excepcionais no plano complexo. Folheando rapidamente a bibli-
ografia de Chern sobre o tema encontra-se as seguintes citagoes (veja também [4, Unsolved
Problems], [5, Problem 6]):

. “At this low-dimensional level an important unsolved problem is whether there are other
5-webs of rank 6, besides algebraic ones and Bol’s example.”, [6]

. “In general, the determination of all webs of maximum rank will remain a fundamental
problem in web geometry and the non-algebraic ones, if there are any, will be most
interesting.”, [5]

. “(...) we cannot refrain from mentioning what we consider to be the fundamental
problem on the subject, which is to determine the maximum rank non-linearizable webs.
The strong conditions must imply that there are not many. It may not be unreasonable
to compare the situation with the exceptional simple Lie groups.”, [3]

A insisténcia de Chern justifica-se facilmente. Os webs excepcionais sdo, em certo
sentido, generalizagoes das curvas algébricas planas e como tais merecem um melhor
entendimento.

As indagacOes acima esperaram quase 20 anos para receber uma primeira resposta.
Em [8], Hénaut reconhece o 9-web induzido pelas fungoes racionais presentes na equagao
funcional a nove termos de Spence-Kummer para o trilogaritmo como um bom candidato
a exceptionalidade. Em 2002, Pirio e Robert provaram independemente que este 9-web é
de fato excepcional.

Na conferéncia em homenagem ao aniversario de 200 anos do nascimento de Abel, [7],
Griffiths sugere que a excepcionalidade esta em relagao estrita com os polilogaritmos. Em
particular ele pergunta se todos os webs excepcionais estao relacionados com equagoes
funcionais para polilogs.

Frente a todas estas questoes, foi uma surpresa quando recentemente mostrou-se que
W(x,y,x+y,x—y, x> +y?) é um 5-web excepcional e que seu espaco de relagoes abelianas
é gerado por identidades polinomiais elementares (cf. [13] e também [12]).
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Outros webs excepcionais foram determinados em [12, 9, 11]. Em particular sabe-se
hoje que existem k-webs excepcionais no plano para todo & > 5. Este resultado foi
primeiramente obtido em [9] via o estudo de webs admitindo automorfismos infinites-
imais.

No que diz respeito a classificagdo de webs excepcionais nao sabe-se muito até o mo-
mento. Talvez o resultado mais completo neste sentido foi obtido recentemente pelos
dois proponentes. Trata-se da classificacao de webs quasi-lineares e completamente de-
componiveis em superficies complexas compactas. No caso particular de P? classificacao
diz que existem 13 webs excepcionais esporadicos e quatro familias infinitas enumeraveis
destes.
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FIGURA 4. Alguns webs excepcionais em P?.
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4. ESTRUTURA DO CURSO

Aula #1: Apés discutir as definicoes e apresentar exemplos de webs que apare-
cem na natureza a exposicao focard nos 3-webs planares e em particular discutira
quando estes sao hexagonais, i.e. equivalentes aos webs formados por familias
de retas paralelas. Uma vez estabelecida a caracterizacao dos webs hexagonais
introduzir-se-4 o conceito central do curso: o espago das relagdes abelianas. A
primeira aula terminard com um esbogo da prova das cotas de Bol e Chern, formula
(3.1), para a dimensao destes espacos.

Aula #2: A segunda aula serd completamente dedicada aos webs algébricos. Como
explicado na secao §3.2, estes sao obtidos a partir de curvas algébricas via du-
alidade projetiva. Discutir-se-4 como o teorema de adigao de Abel estabelece
conexao entre a teoria de formas diferenciais para as curvas projetivas e a teoria
das relagoes abelianas para os webs algébricos. Esta terminara com uma prova do
teorema de adicao de Abel e o enunciado de sua reciproca, ver Teorema 3.1.

Aula #3: A terceira aula comecarda com a prova da reciproca do teorema de Abel

e terminara com a aplicacao destes na algebrizagao de webs lineares.

Aula #4: O teorema de algebrizacao de Bol-Chern-Griffiths-Trépreau, ver Teorema

3.3, serd o tema central da quarta aula. Trata-se de um resultado fundamental
cuja prova é bastante elaborada. Nesta aula apresentar-se-4 um histérico das
contribuigoes e as grandes linhas da demonstracao.

Aula #5: A quinta e ultima aula serd dedicada ao webs excepcionais. Além de

discutir o cldssico 5-web de Bol, esta tltima aula incluird: (a) um survey sobre os
exemplos recentemente encontrados por Marin-Pereira-Pirio, Pirio, Pirio-Trépreau
e Robert; (b) discussao sobre a estrutura dos espaco de relagoes abelianas para
webs admitindo automorfismos infinitesimais; e (c¢) alguns problemas em aberto.

5. ESTRUTURA DO TEXTO

O primeiro e unico(!) livro sobre a teorias das webs com énfase nas questoes de alge-
brizagao [1] data da década de 30 e estd escrito em alemao. Tendo em vista o ressurgimento
de interesse na teoria e subsequentes avancos acreditamos que é hora de escrever um novo
livro sobre o assunto.

Pretendemos aproveitar da tradicao do Coléquio Brasileiro de Matematica para redigir
uma primeira versao de tal livro e usa-la como texto de apoio para o curso proposto. Dito
isto, fica claro que pretendemos que o texto contenha nao s6 o material coberto nas aulas
mas também topicos extras.

O texto contera no minimo os cinco capitulos detalhados abaixo.

Capitulo 1 - Introducao.

1.1. Definigoes Basicas: Webs como: (a) equagoes diferencias de primeira ordem
e de grau arbitrario; (b) colecao de folheagoes; (c) tensor diferencial simétrico e
localmente decomponivel. Webs globais em superficies. Discriminante de uma
web e a representacao de monodromia.

1.2. Exemplos.: Webs associados a superficies projetivas. Webs relacionados ao
teorema de Tait-Knesser.

1.3. 3-webs planares: Curvatura. Paralelizacao.
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1.4. Relagoes Abelianas: Definicao. Sistemas lineares gerados por poténcias de
formas lineares. Cota de Bol. Condicoes lineares no espaco de qudadricas. Lema
de Castelnuovo. Cota de Chern.

Capitulo 2 - Webs algébricos.

2.1. Definicao de webs algébricos: Dualidade projetiva. Webs duais a curvas.

2.2. Teorema de adicao de Abel: Formulagao classica. Formulacao moderna.

2.3. Aplicacoes: Formas diferencias e relagoes abelianas. Cota de Castelnuovo
para o género de curvas como corolario das cotas de Chern.

Capitulo 3 - Reciproca do Teorema de Abel.

3.1. Residuo de Poincaré e formas diferencias: Definicao. Propriedades béasicas.
Extensao de formas meromorfas.

3.2. Reciproca do Teorema de Abel: Argumento de Darboux em dimensao dois.
O caso geral.

3.3 Aplicagoes: Superficies de dupla translacao. Algebrizacao de webs lineares.
Aplicacao de Poincaré. Algebrizagao de 2n-webs em (C",0).

Capitulo 4 - Algebrizacgao.
4.1. Formas normais: Lema de Castelnuovo (bis). Curvas racionais em P7*(C",0).
4.2. Aplicagao de Poincaré: Definicao. Condigoes de segunda ordem. Célculo
do posto
4.3. Algebrizacao, primeiro passo: A imagem da aplicagao de Poincaré é algébrica.
4.4. Algebrizacao, segundo passo: Um sistema linear de curvas racionais. Lin-
earizagao. Conclusao.

Capitulo 5 - Webs excepcionais.

5.1. Critérios para linearizacao: Equacao diferencial de segunda ordem associ-
ada. Teorema de Liouville. Linearizacao de webs.

5.2. O exemplo de Bol e variagoes: Integrais iteradas. Dilogaritmo. Relacoes
abelianas.

5.3. Automorfismos infinitesimais: Estrutura do espaco das relagoes abelianas.
Variagao do posto. Exemplos derivados de curvas algébricas.

5.4. Webs quasi-lineares completamente decomponiveis: Classificacao no plano
projetivo. Baricentro de webs com respeito a uma folheacao. Estratégia da prova.

5.5. Outros exemplos e problemas em aberto:
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